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Le lecteur qni voudrait se bonier ci un apercu de la. Theorie des j 
elliptiques et acquerir settlement les notions indispensables aux app 
des f auctions elliptiques ci la Mecanique pourra se dispenser de lire 
meros 375 d 388, 429, 473 d 488, 490 d 492. 
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CALCUL INTEGRAL. 


TI1EOREMES GENERA UX. 


CHAPITRE PREMIER. 

APPLICATIONS DU THEOREME DE CAUCHY SUR LES INTEGRALES 
D’UNE FONCTION D UNE VARIABLE IMAGINAIRE. 


I. — Premieres applications du theorem© de Cauchy. 


351. La pi u part des resultats ob terms dans la premiere Partie de 
ce Traile, resultats que nous avons groupes sous le nom de Cai- 
cal differential . ; ont efe deduits de la definition de la fonction du, 
an moyen d’identi tes analyticjues qui, cette definition une fois 
donnee, s’offrent en quelque sorte naturellement. Nous ne nous 
sommes guere ecartes de cette voie que pour etablir (n° 94), en 
nous appuyant sur le theoreme de Liouville, Pegalite 


d ( u -f- a ) d ( it — a) 
d* u a" I. 2 a 


= pa — p u 


nr nh i\.f 


TTT 
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et quel q n 05 points de la theorie de la transformation, on pour 
introduire, en nous appuvant sur le theoreme de Laurent, les 
functions $ de M. Hermite (n os 274-277) et en etablir (a pro- 
priety fondamentale, et encore, tout en rattacliant a cette pro- 
priety les theoremes d’addition des fonctions 2r, avons-nous pris 
soin d' etablir directement (n os 285, 286) nne identite dont ces 
theor times se deduisenl sans difficult^. C’est maintenant une voie 
tout autre que nous alions suivre : quelques propositions de la 
theorie des fonctions d’une variable imaginaire vont nous con- 
duire rapidement a des theoremes capitaux concernant les fonc- 
tions doublement periodiques. 

Liouville, dans un cours professe au College de France (') 
en 1 847? a ^ on de theorie des fonctions elliptiques sur le thco- 
reme que nous avons fait connaitre au n° 84 et qu’il a commu- 
nique a FAcademie des Sciences en 1 844 • 

Anterieurement a Liouville et concurremment avec lui (-), Cau- 
chy a montre tout le parti que Ton pouvait tirer de son calcul des 
residus pourobtenir les developpements en serie relatifs aux fonc- 
tions elliptiques. D’ailleurs, la proposition du n° 35, dont le theo- 
rem e de Liouville est une consequence immediate, lui apparticnt. 

En appliquant, comme nous alions le faire, a la theorie qui nous 
occupe, les propositions fondamentales cle Cauchy sur les Inte- 
gra les prises entre des limites imaginaires, nous alions retrouver, 
avec d'autres, les theoremes generaux etablis par Liouville. 

Dans eet ordre d’idees, M. Hermite a obtenu une proposition 
que Ton trouvera an n° 358 et qui demine en quelque sorte la 
theorie des fonctions doublement periodiques. 

Le lecteurne manquera pas d’observer que les propositions que 
nous alions etablir auraient pu etre prises comme point de depart : 
e'est ce qu’ont fait Briot et Bouquet dans les deux editions cle lour 
Trait e des fonctions elliptiques ( 3 ). 


0) Ge cours a ete reproduit par Borchardt dans le Tome LXXXVIII d 
nal de Cretle. 

( : ) Voir les Comptes rendus de iS^3 et i84f 

( i Paris, Maliet-Bachelier et Gauthier-Villars (i re Edition i85o* 
ib'-5). ? J ’ ” 


u Jour- 


edition, 


II convient aussi de signaler les importants Memoires que ces deux Geomclres 
ont pubhes dans le Journal de I’Eeole Polytechnique (rS5G). Ocomaics 
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352. Voici le tlieoreme de Cauchy sur lequel nous nous ap- 
puierons principalement : 

L } integrate. , prise le long d’un contour simple parcouru 
dans le sens direct , d’une fonction univoque d'une variable 
imaginaire, reguliere en tons les points du contour et de Vaire 
quit renferme, sauf en des points isoles, en nombre jini, non 
sit lies sur le contour , est egale au produit par 2 iiz de la somme 
des residus relatifs aux points singuliers . Cette somme est 
nulle si la fonction est holomorphe sur le contour et d Vinte - 
rieur du contour . 

Ce theoreme va elre applique a une fonction univoque F («), 
reguliere en tout point du plan, sauf en des points singuliers que 
nous supposerons etre des poles, en nombre fini dans toute por- 
tion fmie du plan. Nous prendrons pour contour le parallelo- 
gramrne dont Jes sommets sont u 0 , u 0 -\- 20)1 + 2 to 3 , 

u 0 -h 2 to 3 ; u 0 est un point quelconque, clioisi toutefois de maniere 
que les poles de F(w) ne soient pas surles cotes du parallelogramme ; 
les quantites cu 3 sont telies que la partie reelle du rapport . 
soit positive; nous continuerons (n° 86) d’appeler ce parallelo- 
granime : parallelogramme des periodes . 

Pour parcourir le contour de ce parallelogramme dans le sens 
direct, nous supposerons que la variable reelle t croisse de o a i, 
d’abord dans i’expression *£ 0 H-2 g)|£, puis dans Fexpression 
u 0 2 co, -f- 2 to 3 tj puis qu’elle decroisse de i a o dans les expres- 
sions u 0 H- 2 oi 3 2 t, a Q -1- 2 oi 3 1 ; nous rencontrerons ainsi les 
sommets du parallelogramme dans l’ordre specifie plus haut, et, a 
cause de Fbypothese faite sur le rapport nous aurons par- 
courn son contour dans le sens direct. 

D’apres cela, le tlieoreme de Cauchy nous donnera Fegalite 
fondamentale 


2 CO! 


— aco 3 


f\ F( 

Jo 

f\n 


Uq- f- 2 0)i ?) — F( Z£ 0 -f- 2 tt ) 3 +2 0)1 £)] dt 


Uq-^t 2 0) 3 f) — F( U Q -+- 2 Wi -+• 2 0) 3 6] dt = 2 IT. 2 Jl. 


ou S<?1 designe la somme des residus relatifs aux poles de la fonc- 
tion F(i u) a Finterieur du parallelogramme des periodes. 
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323. Avant (Tab order noire objel principal, nous ferons une 
application de ce theoreme, qui en montrera la porlee. 

La fonction univoque £(#) n'admet dans le parade I ogranime dcs 
periodes qu’un pole, congrn a o, niodulis 2 , 2 el le r<5»idu 

relalif a ce pole est 1, com me il re suite de la for mule (Ho). D’ail- 
leurs, il re suite de la formule (Vis) que Ton a 

UUq-T- t) ‘2 033-4- 2 LOi t) = — 2 7)3, 

203 3 0 — ^( u 0-r- 2C0i-H 2W 3 0 = — 2TQ 4 ; 

Legalite fondamentale nous doune ainsi, el de la facon la plus 
aisee, la relation du n° 108, 

tA 

7]i 03 3 — r^OJ! = — 

354. Arrivons main tenant a la theorie des fonctions doublcment 
periodiques et rappelons d’aborcl que nous enlendons toujours 
par la des fonctions univoques, n’admettant pas d’autrc singula- 
rite que des poles. Les periodes seront toujours designees par 2 to , , 
2 co 3 , a moins qu’on ne previenne du contraire; elles seront regar- 
dees comme donnees, et la partie reelle clu rapport scra sup- 
posee positive. 

Si/u/) est une fonction doublement periodiquc, lc premier 
membre de Tegalite fondamentale (n°352), ou 1’on re in place F(m) 
par f( a ) est evidemment mil. Done : 

La somme des residus d' une fonction doublement periodiquc, 
it Vinterieur da para lie login mine des periodes , est nulle . 

Il n existe pas de fonction doublement peri odi que n’admeltant 
qu un pole simple dans le paralielogramme des periodes. En cf~ 
fet, le residude ce pole devrait etre nul; le pole n’existerait pas; 
la ionction serai t entiere ; elle se reduirail a une constante (n° 84). 

335. La derivee logarithmique d’une fonction doublcment pe~ 
riodique/(«) est elle-meme une fonction doublement periodique. 
Mais la somme des residus de la fonction est j a t {iO' t ':rence 

entre le nombre des zeros (') et le nombre des poles de la fonc- 


(*; Un zero (ou une racine) d’une fonction /(«) est une valeur dc u pour 
la quelle cette fonction est nulle. 
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lion f(u), chaque zero on chaque pole etant compte autant de 
fois qffil y a d’unites dans son ordre de multiplicite. Done : 

A V inter ieur du parallelo gramme cles periodes, une f auc- 
tion doublement perioclique a autant de zeros que de poles , 
les zeros et les poles etant comptes comme onvientde I’expliquer. 


356 . Appliqnons encore l’egalite fondamentale du n° 352 a la 
fonction 


F ( u ) — u 


f(u 's 
/(«) ’ 


en design ant toujours par f(u) tine fonction doublement perio- 
dique. Al’inlerieurdu parallelogramme des periodes, la somme 2JI 
des residus de cetle fonction sera la difference entre la somme des 
zeros et la somme des poles de la fonction f(u ); chaque zero on 
chaque pole doit figurer dans la somme autant de fois qu’il y a 
d’unites dans son ordre de multiplicite. 

On a immediatement 

F(i«-t-2to,)— f(k) = 2Wl -tpe, 

/{«■) 

I'iji - 1 - 20 ) 3 ) — l* (u) = 20)3 yj— J ; 

en sorte que 1c premier membrede 1’egalite fondamentale devient 


2 0)j 



f ( ll{) -t- 2P>1 
J(U 0 -h 2 0)! t) 


clt -b 2 0)3 



2 0)i 


/qa 0 -b 2 0) 3 t) 

/Oo~b 20)3 £) 


dt, 


on encore 


— 20)3 



f(llQ-+- U) 

/(w 0 4- u) 


dll -!-2 0) t 



,f'( u H M ) 
/(K0-+- «) 


du . 


Les deux integrates qui figurent dans cette expression sont recli- 
lignes; elles sont respectivement egales a queiqu’ane des deter- 
minations des quantites 


log 


/( u 0 -1- 2 o)] ) 
/(“o) 


log 


f( U Q -+-Ztos) m 

ffh) ’ 


puisque la fonction f(u) ad met les periodes 20^, 20)3, chacun 
des logarithmes est egal a im multiple entier de 2 tzi. Done : 

A V in ter ieur du parallelo gramme des periodes , la somme 
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des zeros cV line fonction doublement periodique , dinunitee 
la somme des poles , congrue d zero , modahs 2 co 1? 2co a . 

Ce tlieoreme est du a Liouville. 

357. Comme les poles de la fonction doublement periodiq 
flu) — C. ou C designe une constante, coincident avec les pol 
de la fonction doublement periodiqne /( u) } on voitquc lc nomb 
des racines de Pequation f(u) = C y contenues a I’intericur < 
paraileiogramme des periocles, est egal au n ombre des poles 
f(u), el que la somme de ces racines est congrue a la somme d 
pules de f\u). Cette somme des racines, si Ton ne tient pas comp 
des multiples entiers des periodes, est done, comme lenr nombi 
independante de C (*). 


II. — Decomposition des fonctions doublement periodiques 
en elements simples. 

358. On doit a M. Hermite ( 2 ) une formule capitale qui doni 
Texpression de toutes les fonctions doublement periodiques. I 
raison de son analogie avec la formule de decomposition des fra 
lions rationnelles en fractions simples, il convienl dc donner 


(*,! On observera que Fequation f (u) = z definit u comme fonction implic 
de z. En se reportant a la theorie des fonctions implicites, ou, ce qui revient 
meme, a la theorie du retour des suites, on apercevra immedialement la vor 
de la proposition suivante. Supposons marques, dans le plan qui sort a figurer 
variable r, les points dont les affixes sont les valeurs de / (it) pour les racir 
de Fequation f'{u) = o, et considerons une aire (A) limitee par un conto 
simple et ne contenant aucun de ces points : si £ 0 appartient a Faire ( A) ct si 
est une raeine de Fequation f(u) = z 0 , il existe une fonction (et une soul 
11 ~ rl 5 h 5e reduisant a u a pour z = z 0 , holomorphe dans (A), ct qui est lc 
eniin que i'on ait identiquement, dans cette aire, 


Il \ aura, dans 1 aire (A), autant de fonctions holomorplies, distinctes entre c 
ouissant de cette derniere propriety, que la fonction f{u) a de poles. Elies se 
duiront, pour zs=z^ aux valeurs des racines de Fequation f(u) = z . A 1 
quelconque d’entre elles on peut ajouter d’ailleurs ou m°ctn i 

des entiers quelconques, sans que la derniere relation cesse d’avoir lieu. 

(-) Note sur la Theorie des fonctions elliptiques ajoutee a la sixieme edi 
du Trade de Calcul differentiel et integral de Lacroix. 
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cetle formule le noni cle decomposition d’ une f auction perio - 
dique en elements simples . C’est la fonction i 'u qui va v jouer le 

role cFelement simple, le raeme role que joue la fonction - dans 
la theorie des fonctions rationnelles. 

Considerons la fonction 

f O) =f(u)Z(x — n), 

oil f(u) estnne fonction doublement periodique, et ou x designe 
pour le moment one cons tan te quelconque ; on aura 

F ( u -f- 2 (.o i ) — F(m) = — 2 r jlt /( u), 

F(u 4 - 2 ti>;j ) F(w) — — 2 r tZ f(u)\ 

si done on applique a la fonction F (a) l’egalite fondamentale, on 
voit que la so mine de ses residus a 1’interieur du parallelogramme 
des periodes, multipliee par 2i tz, est egale a 

4^js«*>i f /(w 0 -+- aWiOtff— 4 ^i« 3 f /(“o-i-awaO^, 

d 0 «A) 

et que, par consequent, elle est independante de x. 

Si, maintenant, l’on designe par a Tun quelconque des poles 
de la fonction f(u) et par a l’ordre de multiplicity de ce pole, 
on aura, aux environs du point a, nn developpement de la 
forme 

f(a-hk) = A ^ 4 -AjD j h-A 2 D(2) _L 4- A a _i 

ou C S (A) designe irne serie entiere en A, ou A, A,, . . A a __\ sont 

des constantes, ou enfin D, D f2) , . . D (a ~~° sont des symboles de 
derivation par rapport a A. On a d’ailleurs, aux environs dumeme 
point a, 

Z(x‘ — a — h ) = %(& — a) — ^ l' {x — a ) -+- Z" ( a? — a ) ~ • • • • 

en designant par 'Q (x — «), £ /7 ( x — a), ... les derivees succes- 
sives de par rapport a u, dans lesquelles on a remplace a par 
x — a. Le residu de la fonction F(u) = /( u) £(# — a), relatif 

an pole a, e’est-a-dire le coefficient de j dans le developpement 
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defici — A) £( x a A), ordonne suivant les puissances crois- 

santes de A, est done 

— a) -f- — a) -h. . .4-Aa-!^" 1 ^ ^ “ a )- 

Les residus de la fonction F(«), relalifs aux divers poles dc 
flu), s’obtiendront de la meme facon; mais cette fonction 1 H ( 
a dm el encore comme poles les poles de %(x — u)- -Dans 1c paral- 
leloaramme des periodes, ces poles se reduisent a an seul, a savoir 
le point congruent a X', ce pole, pour la fonction £( x u), est 
simple et son reside est — i ; le residu correspondant de la fonc- 
tion f(u)f.(x — «)sera done —f(x). 

Ainsi. la sornme des residus de la fonction F(«), a I’interieur 
du parallelogramme des periodes, est egale a 

V r.A‘A (x - a t ) + Xf Z(x-a-i) -+•• • .-t- Ag , (* - «/)] —/(#), 

jmd L 

f = l 

oil les poles distincts, a Pinterieur du parallelogramme des pe- 
riodes, sont designes par a 2 , . . . , a Vj oil oc; dcsigne 

1'ordre de multiplicity du pole oil enfm AS l \ , A^.L, 

designen t des constantes qui dependent, comme on Pa explique, 
du developpement de la fonction f[ai 4- A), suivant les puissances 
ascendantes de A. 

Cette sornme ne depend pas de x\ en la designant par C, et en 
remettant enfm u a la place de x ) on voit cjue loute fonction don- 
blement periodique/( u) peut etre mise sous la forme 

/ — V 

i = 1 

C est la formule annoncee. Reciproquement, unc expression telle 
que le second membre, lorsqu’on y remplace u par u -+- 2 to,, mi 
par u^r se reproduit augmentee du produit de arj,, ou dc 
ar i3 , par la sornme des residus A (l > + A (2) + ... + A< v) relalifs aux 
poles du parallelogramme. Elle sera done line fonction double- 
ment periodique si la sornme des residus est nulle. Nous savions 
deja que cette condition est necessaire. 


3o9. Nous ferons, sur cette formule, quelques observations. 



APPLICATIONS DU THfiOR^IE DE CAUCHY. 0 

On a suppose, pour Fetablir, que les pules de la function dou- 
b lenient periodique /( u) etaient situes a Pinterieur d 5 un meme 
parallelogramme cles periodes; mais il est clair que si, clans le se- 
cond membre, on substitue aui n ombres cti des n ombres qui leur 
soient respectivement congrus, modulis 2 to { , 2 oj 3 , onalterera tout 
au plus la constante C; d’ailleurs (n° 78), aux environs de deux 
poles congruents a*, a • les developpements de la function f(u) 
suivant les puissances ascendantes de u — «*, u — d L sont iden- 
tiques; on pourra done appliquer la formule de decomposition a 
un systeme cjuelconcjue de poles de f(u ), pourvu que ce systeme 
comporte un representant et un seul de chaque pole def(u); on 
obtiendra la meme forme avec les memes coefficients; la con- 
stante C pourra seule etre changee. 

II est d’ailleurs bien aise de voir que, sauf la substitution insi- 
gnifiante efui consiste a remplacer quelques poles par des points 
congruents et a changer alors la constante additive, la decompo- 
sition cPune fonction doublement periodique en elements simples 
ne peut se faire cjue d’une facon. S’ily avail, en effet, deux telles 
decompositions, la difference entre les deux expressions cornpor- 
terait quelque pole. 

Les proprietes de la fonction Zu, qui sont intervenues dans la 
demonstration, sont les suivantes : cette fonction se reproduit a 
des constantes additives pres, quand on ajoute les periodes a l’ar- 
gument; elle n’a qu’un pole simple dans le parallelogramme des 
periodes; ce pole est congru a zero, modulis 2 to 1? 2 to 3 ; le residu 
correspondant est un. Les deux premieres proprietes sont les 
plus essentielles ; le lecteur apercevra de lui-meme les legeres mo- 
difications qiPil y a lieu de faire subir a la formule quand on sub- 
stitue a la fonction £(w) une autre fonction qui possede seule- 
ment les deux premieres proprietes. 

Lorsqu’une fonction doublement periodique sera decomposee 
en elements simples, on pourra l’integrer; les terines en Z f (u — a) : 
Z rr (u — a), ... s’integrent immediatement; quant a Z(u — a), 
e’est la derivee de logcr(« — a). 

360. Une fonction doublement periodique est dite du n ihme 
ordre lorsqu’elle a, dans le parallelogramme des periodes, 
a poles (ou n zeros). Cbaque pole (ou chaque zero) doit etre 
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compU- autant de fois quML y a d'ani.ea dans son ordre dc mol- 

tlplici te . . t i 

H n ' y a pas de fonction doublement penodique du premier 

ordre. T 

La formnle de decomposition en elements simples met en evi- 
dence P existence de fonctions doublement period iques de lous 
les ordres, a partir du second. 

Les fonctions du second ordre apparliennenl a deux types dis- 
tincts suivant que leurs deux poles sont simples, ou qu’elles 
rfont qu’un seul pole double. 

Dans le premier cas, les residus relatifs anx deux poles a , , a 
seront e?aux et de signes contraires; la fonction sera de la forme 
C — A [l(u — «,) —\(u — a 2 )]. Si b, est un zero de cette fonc- 
tion. Pautre zero sera congru ( modulis aw,, 2 %) a «i +«2 b,. 

Dans le second cas, le residude la fonction rela tif an pole unique 
a sera nul, et la fonction sera de la forme C -+- Bp(w a). Si b, 
est un zero de cette fonction, Pautre zero sera congru a 2 a — b ,. 
C’est a ce dernier type qu’appartiennent les fonctions £ 2 (m). 

On voit aussi que si f(u) designe line fonction doublement pe- 
riodique du second ordre, d’ailleurs quelconque, loule autre 
foaclion doublement periodique du second ordre ayant les memes 
poles ponrra etre mise sous la forme A 4- B/( w), ou A, B soul 
des constantes. II suffira, en effet, de determiner la conslanie B 
de maniere que la difference entre cette fonction et la fonction 
donnee n’admette plus qu’un pole simple, et, par consequent, se 
reduise a une constante. 

On elassera de meme les fonctions de cliaque ordre. 


III. — Fonctions doublement periodiques de second© espece. 

Decomposition de ces fonctions en elements simples. 

361. M. Her mite a designe sous le nom de fonctions double- 
ment periodiques de seconde espece les fonctions univoques, sans 
autre singularity que des poles, qui se reproduisent multipliees 
par des constantes quand on augmente l’argument d’une periode. 
Par opposition, les fonctions doublement periodiques ordinaires 
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sont elites quelquefois de premiere espece . Nous sous-entendrons 
souvent les mots : do ublement periodiques . 

Si Foil designe par^(z^) une fonction cle seconde espece, par 
u 3 des constantes auxquelles on donnera le nom de malt [pli- 
cate urs, on devra avoir 

U 4- 2 0)1 ) = $(u 4- 2 0) 3 ) = (JL 3 ?(if)- 

On tire de la, en designant par n , , n 3 des en tiers quelconques, 
positifs ou negatifs, 

3 {u-\- 2 71 ± on -+- 2/2 3 to 3 ) = n? l pS 3 3 (u). 

Si, en particulier, on suppose n t =z n 3 = — i ; si Fon continue de 
poser 

0) i 4- Ct) 2 4- CO 3 = 0 ^ 

si, enlin, on designe par u 2 l’in verse du produit jjl, p. 3 , on aura 

§{U 4-2C0 2 ) = (JC 2 ${u). 

II est parfois commode de dire aussi de iju qu'il est un multi- 
plicateur de ia fonction §(u). 

11 est clair que, si C designe une constante quelconque, 
S(u ~h G) designera une fonction de seconde espece, ayant les 
memes multiple cateurs a, , jjl 3 que 3(u) ; — u), — u) seront 

des fonctions de seconde espece, avec les multiplicateurs • 

362. Le produit ou le quotient de deux fonctions de seconde 
espece est aussi une fonction de seconde espece; les multiplica- 
teurs de la nouvelie fonction sont les produits on les quotients 
des multiplicateurs correspondants des premieres. 

Une fonction exponentielle de la forme e cu+c \ ou c et d sont 
des constantes, est une fonction de seconde espece, dont les mul- 
tiplicateurs sont e 2C( °i, e 2cco 3. Si Fon se donne une fonction de se- 
conde espece §(a) dont les multiplicateurs soient et p. 3 , en la 
mu hi pliant par e cu+c ' : on lui fera acquerir les multiplicateurs 

e 2ctx) ^ p. ;} e 2<?( °3. 

Le premier multiplicateur sera egal a F unite, si Fon determine c 
par la condition 2 Cto< = — logp^, et cela, quelle que soil la de- 
termination du logari thine. 
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Nous dirons d’une fonction de seconde espece qu’elle est rc- 
duite si son mnltiplicateur relatif a la penode 2 to, est cgal a 1 u- 
nile. On peut toujours red air e une fonction de seconde espece 
en la multipliant par une exponentielle convenablc. S’ll arrivait 
que. pour Uune des determinations des logarithmes, on eut 

logpi _ logics 

2W 1 2C0 3 

ii est clair qu’en multipliant la fonction 3 (it) par e clL , ou c de- 
signs la vale ur commune des deux rapports precedents, on obticn- 
drait une fonction de premiere espece f{u)\ inversement, §{u) 
s'obtiendrait en multipliant f(u) par e~ cu 1 et ce cas ne nous four- 
nirait rien d’essentieilement nouveau; nous pourrons done l’ecar- 
ter des que nous le voudrons. 

II est a peine utile de faire remarquer que tout point congruent 
a on pole ou a un zero d’une fonction de seconde espece csl lui- 
meme un pole, ou un zero, du meme ordre de multiplicity. 

363. La derivee logarithmicjue d’une fonction de seconde e s- 
pec e£(a) est evidemment une fonction de premiere espece f(u), 
dont les poles sont les zeros el les poles de la fonction 3(u); 
le residu de chaque pole de f(u) est l’ordre de multiplicity du 
zero 011 du pole correspondant de 3(u), cet ordre etant aflecte du 
signe + s’il s’agit d’un zero, du signe — s’il s’agit d’un pole : 
done, puisque pour une fonction de premiere espece la somme 
des residus doit etre nulle pour les poles qui appartiennent a un 
meme parallelogramme, on voit que, pour une fonction de se- 
conde espece, dans le parallelogramme des periodes, le no mb re 
des poles doit etre egal cut rtombre des zeros, chaque pole ou 
chaque zero etant compte autant de fois qu’il j a d’unites dans son 
ordre de muitiplicite. 


364. La fonction 


o&O) = G 


e cu ^(u -+- u 0 ) 


ou C, c et u Q sont des constantes quelconques, n’admet qu’un 
pole dans le parallelogramme des periodes, a savoir le point con- 
gruent a zero; cest une fonction de seconde espece, dont les 



m id tiplica tears sont respectivement 

g2£.*w 3 -*-2/« 0 r J3j 

ainsi qu’il resulte des formules (XXID). Ces roultiplicateurs peu- 
vent etre identifies a deux nombres quelconques p, 5 p 3 , en sup- 
posant 

CWj-f Uo r ll — “ log^-I) cw 3+ ll 0 r t Z = - log [J-3, 

d’ou 1’on tire 

o = ^ ('01 log p 3 — Tjslogpi), ^0 — - 27 (Wslog^i— COj log'lg), 

a cause de la relation r M to 3 — '/' i3 co 1 = • Les determinations des 

logaritbmes peuvent d’ailleurs etre clioisies arbitrairement. 

On observera que u 0 n’est congru a zero, modulis 20)3, 

que si, pour une determination convenable des logaritbmes, on a 

logp-i log 1JL3 
COi “ to 3 

Dans ce cas, la fonction aib ( ) se reduit a une exponentielle de la 
forme e ca+c ' . S’il n’en est pas ainsi, la fonction it \>(u) aclmet pour 
zero le point — u 0 ct tous les points congruents; elle admet pour 
poles simples les points congruents a zero. 


365 . Si Ton suppose que p,, p 3 soient les multiplicateurs 
d’une fonction donnee de seconde espece, §{u ) ; si Ton determine, 
com me on vient de l’expliquer, les constantes c et u 0 de maniere 
a former la fonction ‘iJh(a), les fonctions 

4¥-\, £(u)Hb(-u), £(u)i&(C,-u), 

Vh(u) 

011 C 0 designe une constante, seront des fonctions de premiere es- 
pece, en sorte que Pintroduction de la fonction ramene 

l’etude des fonctions de seconde espece a celle des fonctions de 
premiere espece. 

Nous allons d’abord deduire de la la proposition suivante, qui 
est l’analogue du theoreme de Liouville pour les fonctions dou- 
blement periodiques ordinaires : 
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En dehors de la fonction exponentielle e clL+c ' ? il n’existe pas 
de fonction transcendante entiere qui soil doublement perio- 
dique de seconde espece . 

Si, en effet, §{u) est une fonction iranscendanlc entiere, la 
fonction doublement periodique ordinaire 3(u) ill) ( — u) ne pent 
avoir dans le parallelogramme des periodes qu’un pole unique ct 
simple, a savoir le pole de — u); elle se reduit done a une 
eonstante G differente de zero. Si u 0 n’etait pas congru. a zero, 
pour u=i/ 0 la fonction aJb ( — u) serai t nulle et le produ.it 
u) j{u) ne pourrait £lre egal a C', puisque la quantile 
est fioie. II faut done snpposer que u 0 soitcongru a o; e’est le cas 
oii la fonction i<h(«) se reduit a une exponentielle de la forme 
e eu + c ’\ il en est de meme de la fonction §(u). 


366. On voit aussi que, quelle que soit la fonction de scconde 
espece 3(u), si ses multiplicateurs u 3 verifient, pour une de- 
termination convenable des logarithmes, la relation 


log ;j.i __ Iogfi 3 _ 

COi 0J 3 9 


en d an ires termes, si u 0 est congru a zero, modulis aw,, a<o 3 , 
la fonctioa S (u) sera le produit d’ane fonclion doublement pe- 
riodique ordinaire f(u) par une exponentielle de la forme e cu+c \ 
puisque le rapport 

if 00 

1)l> (u) 


est une fonction doublement periodique ordinaire, et que 
se reduit a une exponentielle; e’est d’ailleurs ce que nous savions 
deja (n° 362). Desormais nous ecarterons ce cas. 

Supposons done du 0 different de zero, nous poserons 

+ “?_) e cu 
c u uq j 

et ron aura 


+ = e s(c “‘+‘V ' y X(u) = ^ X(u). 

La fonction A(«) admet le point o pour pole, et le residu cor- 
respondantest i. On reconnait aisement qu’il n’existe pas d’aulre 
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fonction cle seconde espece aux multiplicateurs ;jl, et u 3 , admet- 
tant pour pole simple le point zero et les points congrnents, n’en 
admettant pas d’antres, et telle enfm que le residu relatif an 
pole o soil egal a i. En effet, le rapport d’une telle fonction 
a A >(u) serait necessairement line constante, puisque ce serait 
une fonction doublement periodique ordinaire sans pole, et Pon 
voit que cette constante doit etre egaie a i, a cause de Phypo- 
these relative aux residus. 

367. Si, maintenant, 3(u) est une fonction de seconde espece, 
aux multiplicateurs u, , u 3 , et si l’on designe par x une constante 
quelconque, la fonction $(ii)A(x — a) sera une fonction de pre- 
miere espece; la somme de ses residus a Pinterieur du parallelo- 
gram me des periodes sera nulle. En calculant cette somme, exac- 
tement com me on Pa fait pour la fonction f(a)£(x — u), on ar- 
rivera a cette conclusion que la fonction 3(u) peut se mettre sous 
la forme 

i = v 

(a) §(u) = [ k {i) A(u— at) -f- A r (u — at ) -+- . . + Ag?— i - a t 

i — 1 

ou a { , . . ., a v design ent les poles distincts de la fonction $(u) 

sillies a Pinterieur du parallelogramme des periodes, oil le nombre 
entier positif a; est Pordre de multiplicite du pole a/, oil A* (u — #/), 
A u (ii — a/), ..., A^ a i~ l) (u — ai) designent les derivees par rap- 
port a u de la fonction A ( u — af) jusqu’a Pordre a 4 - — i, oil enfin 
AW, A“\ ..., desi gnent les constantes definies par le deve- 

loppement 

#(«/ + V = A ( « j + A'/> D I +. . . + A#., D^i) L -I- ff (A), 

relatif aux environs du pole a/; dans ce developpement, qui pro- 

cede suivant les puissances ascendantes de h ) L £(h) designe une 

serie entiere en h: • *•> designent les derivees suc- 

7 h h ° 

cessives, par rapport a h, de j jusqu’a Pordre a £ * — i . 

La fonction $(u) est ainsi decomposee en elements simples. 
Reciproquemen t, une expression telle que le second membre 
de l’equation (a), lorsqu’on j remplace a par a + 2 co , , u-\- 2 to 3 , 
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se reproduit inultipliee par p )} p-a, puisqu’il en est ainsi dc la 
fonction A(u) et de ses derivees par rapport a u. Gc second 
membre represente done une fonction de secondc espccc dont les 
mulliplicateurs sont ceux de la fonction X(u)- 

368. Cette formule suggere des observations tomes pareilles a 
cedes qui ont ete faites au n° 359. 

D’abord, si l’on substitue au pole a t un point congruent 

a' L = at ■+ 6>i + 2 ;i 3 co 3) 

il est clair, a cause de la relation 

e.1) (it — a,) = — a 0> 

que. dans la formule (a), les nombres A.&, A 1 /’, . . . , A“L , devront 
etre multiplies par p." 1 p." s ; mais, d’un autre cote, lYjgalite 

3 ( u - 4 - ‘2 111 COj -h 2 n 3 C0 3 ) = \j-[ l I pg* 3 ( u ) 

montre de suite que, dans le voisinage da pole a\ , les coefficients 
du developpement de 3(u), suivant les puissances dc u — a L , 
s’obtiennent en multipliant par p." 1 jjlJ 3 les coefficients du develop- 
pement de 3(u) suivant les puissances de u — <7/, dans le voisi- 
nage du pole <7,-. Par consequent, on pourra appfiquer la for- 
mule [ct) et la regie pour determiner les coefficients en prenant 
pour les points ..., un systeme quelconque de poles de 

la fonction J(w), pourvu que ce systeme contienne un represen- 
tant et un seal cle chaque pole. On voil aussi que, san f la modi- 
fication que nous venons d’indiquer, la decomposition en ele- 
ments simples ne peut s’effectuer que d’une seule facon. On recon- 
nait enfin que les proprietes essentielles de la fonction qui 

serve nt dans cette decomposition, consistent a admettre les rnul- 
tiplicateurs p*, p 3 eta n’avoir, dans le parallelogramme des pe- 
riodes, qu’un pole simple. L’liypotliese que ce pole est le point 
zeio et que le residu correspondant est i ne sert qu’u simplifier 
la formule. 

369. Quand les mulliplicateurs p 1 , p 3 d’une fonction de seconde 
e^pece 3(u) sont donnes, il y a une relation entre les zeros et les 
poles. En effet, puisque la fonction 3{u) X{ — u) est de premiere 
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espece, dans le parallelogramme des periodes, la somme de ses poles, 
diminuee de la somme de ses zeros, esl congrue a o, modalis 2 co { , 
2 co 3 . Chaque pole et chaque zero doivent figurer dans chacune des 
sommes autanfc de fois qu’il y a d’unites dans son ordre de multi- 
plicity. Comme le pole de A>( — u) est congru a o, et son zero 
a u 0 , on voit que la somme des poles de la fonction #( it) diminuee 
de la somme de ses zeros doit etre congrue a u 0 ; en d’a utres termes, 
en designant un pole quelconque par a, un zero quelconque par b, 
par Ha, Hb les sommes des poles et des zeros contenus dans un 
parallelogramme, chaque pole et chaque zero figurant dans la 
somme autanl de fois qu’il j a d’unites dans son ordre de multi- 
plicity, on a 

Ha — Hb ~ j- ( to 3 log [j-i — coj logjji 3 ) (model. 2uj J} 2co 3 ). 


Ce theoreme, qui est 1’ analogue de celui du n° 3oo pour les func- 
tions de premiere espece, subsiste si l’on a u 0 = o. On le retrou- 
verait, ainsi que le theoreme sur l’egalite des nombres de poles 
et de zeros, en appliquant l’egalite fondamentale du n° 352 aux 

fonctions u , 4—- — ; e’est un calcul que nous aurons i’occa- 

#(u) $(u) ^ 

sion de developper bientot dans un cas plus general. 


370. Le nombre des zeros d’une fonction de seconde espece 
etant egal au nombre de ses poles, on peut classer les fonctions 
de seconde espece, comme celles de premiere, d’apres le nombre 
de leurs poles. Une fonction de seconde espece qui a n poles on 
n zeros est dite du n^ me orclre . La formule de decomposition en 
elements simples met en evidence {’existence de fonctions de se- 
conde espece de tous les ordres. A *(u) est une fonction de seconde 
espece, du premier ordre. 


371. Cette fonction A>(u) joue un role considerable dans la 
theorie des fonctions doublement periodiques. Signalons quelques 
cas particulars. 

Si la fonction A>(u) est reduite, elle jouera le role d’element 
simple pour les fonctions reduites; on a alors, puisqu’on pent 
supposer log [a, — o, 


llQ — — 


lo g{A3 

, 

£71 


T. el M. — III. 


•Ql log t U3 _ — ?il Up . 
in ~~ coj 9 


c = 
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| :l fonclioa -„l ,(«) se presentera done sous la forme 


M u ) 


d( u •+• up) 
G* It Zj l( [) 


V]i Un" 


e 


W[ 




on encore, en posant 




it 

20 )! ' 


ro 


2 O > 0 ’ 


X = 2 K r , ir 0 = '2 K p 0 , 


sous la forme 

1 ( Q ) v o ) 

2Wi 3 i(p)3Ti (Co) 


s/e v — e z 


H f (o)H(,y-i-ro) 

H(a?)H(#o) 


372 . Considerons encore le cas ou les multiplicateurs p. j? u :5 
daine fonction de seconde espece seraienl des racincs n ( ‘ n,es do 
Punite, en sorte que la puissance /i icnlc de cette fonction serai t unc 
fonction doublement periodique ordinaire. Soient, par exemple, 
en designant par p : q des nombres entiers non divisibles tons les 
deux, par n : 

2 ({ft i 2 p 7C / 

IM = e “ , [J. 3 = e « ; 


nous designerons, dans ce cas, V element simple par ; 

trouvera sans peine 


(U % ) — 


f( u _ 2 P b) 

\ 7 ? 


(2/r/]i4-2r/-/l 3 ) - 
« // • 


2/2 0 J! -f- 2 
II 


Oil 


ii sera lui-meme la n' ime racine d’une fonction doublement perio- 
dique ordinaire. 

Dans le cas oil n = 2, on peut prendre, pour le systeme de 
nombres entiers (p, q), les trois systemes (0,1), (r,o), (1,1), 
et Fon retombe ainsi sur les fonctions E; a 0 (w), qui sont, en eflet, 
relativement aux periodes 2 oj { , ato 3 , doublement periodiqu.es de 
seconde espece, a vec les multiplicateurs rb 1. Les fonctions 
sont done, comme le remarque M. Kiepert, qui a montre leur role 
dans la theorie de la multiplication et de la transformation, la ge- 
neralisation immediate des fonctions £ a 0 (w). 


373 . Les proprietes suivantes de ces fonctions resultent imme- 
diatement de leur definition, des proprietes elementaires de la 
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fo notion du et de la formule (VIIj) : 


da p,q( U 

H-acoO 

— ^> IKq (u)e 

&P,q( U 

-h 2 Wo) 


do p , <} ( U 

-r- aw 3 ) 

1 

Cr< 

4 

ii 

c&>p-hn , q 

(«) 

— ;v\o /),q ( U ) > 

eib p,q( ~ 

- U ) 

— C,'lo— — q ( ll 


ol ip, q (u) ~X>- Pl - q ( it) — pit — p (~~ { - n - — — ) 9 

n — 1 n — 1 

n ,v/ ( u> = n [ p u —p( r > '^ ai '~^ a?c ° 3 ) • 

r = 1 /• = 1 

Cette dcrniere egalite suppose que /z est un nombre impair. 


374. Designons enlin par a^»(w, zz 0 ) ce que devient la fonction 
generate <Jb (u) quand on y remplace la eonstante c par £(z/ 0 ); 
posons, en d’autres termes, 


ab ( , ZZ 0 ) = 


d(ll -r- ^(0 

? a 0 Zu 


e~ u ^ u o. 


On observera que la derivee logarithmique de u 0 ) est 

e^ale (VIL) a - : on en conclut aisement ciue la fonc- 

b V ' 2 p U — P U 0 ' 1 

lion Jb(«, zz 0 ) verifie l’equation differentielle lineaire 


d 2 A' ( u, u 0 ) 
du 2 


= f 2 JJ «u)- 


La fonction ab(zz, zz 0 ), consideree comme une fonction cle u y) 
merite de fixer un instant ^attention. 11 suflit de se reporter aux 
egalites (XII) pour voir qu’elle jouit de la propriete qu’exprime 
1 ’egalite 

-l> ( u. it o-r- > to a ) = -L ( u,Uq) ( a = i , 2 , 3 ). 

Elle devrait done etre regardee comme doublement periodique, 
si nous n’avions pas exclu les fonctions, meme univoques, qui ad- 
mettent dcs points singuliers essentiels; tel est evidemment Je cas 
de la fonction A ,(w, u Q ) qui, puisque Czz 0 figure en exposant, acl- 
met comme points singuliers essentiels tous les poles de On 
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observera que, dans le parallelogramme des periodes, la fonction 
Uo )< regardee coname une fonction de Uq, n admet qu un 
zero, congru°a — u. et un pole congru a o ( modulis 2 to, , 3%). 
On reconnait de suite, a cause de l’egalite (VII,), que I on a 

&{u, uo)Mu, — «o) = pu — puo- 


XV. — Fonctions donblement periodiques de troisieme esp&ee. 

375. En faisant un pas de plus dans la voie que nous venous 
de suivre, nous sommes amends a etudier les fonctions que M. Her- 
mite a designees sous le nom de fonctions doublement perio- 
diques de troisieme espece; c’est a ce type qu’appartiennent les 
fonctions da, d % u, <£>(«). Les fonctions de troisieme espece sont 
definies, en general, comme etant univoques, comme n’admeltant 
aucune autre singularity a distance finie que des poles, et enfin 
comme satisfaisant aux equations fonclionnelles 

\V(U -r- 2«J)0 = ¥(k + 2Wj) = 

m 3 , N 3 etant des eonstantes. Ici encore, il est clair que les 
poles et les zeros de la fonction l F(w) devront se reproduirc pe- 
riodiquement. 

3 T 6 . Les eonstantes Mj , N,, M 3 , N 3 ne peavent etre choisics 
arbitrairem'ent; enefFet( 1 ), les equations precedentes entrament 
celles-ci : 

-5-20)3) = etMi + MalM+aMiWjH-Nj+Na 

= g(Mi-4-M 3 )zi + 2M 3 £0 1 4-Nj +N 3 \JT ^ u ^ 

et ces dernieres exigent que 1’on ait 

Mi w 3 — o) x = hizij 

en designant par h un entier positif, nul ou ndgatif. 

Dans 1 expression de M 1 Ui -j- 2 w, -f- 2co 3 ), remplagons u par 
"-3102 et resolvons par rapport a + en tenant (*) 


(*) Cest le meme raisonnement qu’au n° 92 . 



compte de la relation w f to 2 -{- co 3 = o, nous aurons 

\P* ( ll — (— 9. Wo ) = 6 — ( ^i +• ^ 3 ) 11 — 2 {M t +Mj) — 2 M 3 COj — N'i — X 3 ^ ^ j • 

dVu Ton conclut qu’on peut ecrire 

W (a -f- 2 lo . 2 ) = e M - M + s - W (u), 
eu definissant Mo et No par les egalites 


Ml Mo H- M 3 = O , 

N 1 -j- No ~f“ X3 M 1 to 1 Mo to 0 — M3 OJ3 = ( 9 . ll , -f" ll ) 77 l . 

La seconde egalite, oil h' designe an entier quelconque, resuite 
aisemenl de ce que Ton a 

— 2 ( Mj H~ M3 ) tOo — 2 M3 to 1 — ( Mi to 1 ~j- Mo to 2 ~r~ M 3 to 3 ) = Mi to 3 — M3 to 1 . 

Ainsi, les six constantes jtf, , M 2 , M3, N, , N 2 , N 3 satisfaisanl aux 
relations precedentes, on pourra remplacer les deux equations 
fonctionnelles qui defmissent la fonction W (u) par les Lrois equa- 
tions 

\F (u -h 2to a ) = eM a «-t-N a ( u ) (a = i, 2, 3 ). 

Nous conservons aux quantites e >Ia " +:Sa le nom de multiplied- 
tears , deja employe pour les fonctions de seconde espece. 

377 . Le produil ou le quotient de deux fonctions de troisieme 
espece est aussi une fonction de troisieme espece; les m 11 lti plica - 
teurs de la fonction ainsi engendree sont les produits ou les quo- 
tients des multiplicateurs correspondants des fonctions primi- 
tives. Lorsque le premier multiplica teur e MlW+-Nl est egai a 1, la 
fonction est dite reduite . 

Une exponentielie de la forme e A “ e " t " B “' 1 " G , ou A, B, C sont des 
constantes, est une fonction de troisieme espece; on peut disposer 
de A, B de facon que le multi plicateur de cette fonction relatif a la 
periode 2 to, soit precisement e M,K+N ‘ , M, et N., etant donnes. Des 
lors, etant donnee une fonction de troisieme espece, on peut la 
reduire, en la multipliant par une exponentielie de la forme pre- 
cedente. Inversement, toute fonction de troisieme espece peut se 
deduire d’une fonction reduite, par le meme procede. 
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378. Dans ane fonction reduite de troisieme espece, on pent 
supposer nuls M, et Ni ; M 3 se deduit alors de la relation 

Mi<*> 3 — co t = hru, 

et la fonction doit verifier les equations fonctionnellcs 

llTZi 

T(w- 7 -awi) = l F( w ), W ( U -r- 2 U > 3 ) = e w » + 'W(ll). 

Observons que la constante n 3 id a pas grand inleret; si, on of- 
fet, dans les equations precedenles, on change u en a -j- c, cn de- 
sign ant par C line constante quelconque, puis que Ton designe 
par T } iu') la fonction W (u -f- C), on voit que la fonction M. r , (// ) 
verifie les equations 

l Fi ( u -f- 2 cox ) = if] ( u ), l iq ( a — f — 2 to 3 ) = e w i ' 3 M « l t r 1 ( //■ ) ; 

ce sent les rnemes equations que verifie si ce n’est que \ ;{ 

est diininue de d’ailleurs, connaissant la fonction *F, (/*)? 

on connaitra la fonction W (u) = W 1 (u — C). On pent done sup- 
poser que n 3 ait telle valeur que l’on voudra, par exempli! la va- 

leur o, ou la valeur -* • Dans ce dernier cas, les equations 

fonctionnelles qui determinent la fonction W(u) prennent la forme 

h TCi 

T(ih- 2U])= 'F(/t -s-a co 3 ) = + \V( 

Ainsi la recherche des fonctions de troisieme espcce se ramene 
a celle de la solution la plus generale de ccs equations fonclion- 
nelles. 


379. Avant d’aborder cette recherche, nous allons etahlir, pour 
] es fonctions de troisieme espece ¥(k), a multiplicateurs </uel- 
conques, deux relations concernant l’une la difference entre le 
nombre des zeros et celui des poles, l’autre la difference entre la 
somme des zeros et celle des poles, analogues a celles qui con- 
cernent les fonctions de premiere et de seconde espece. 

Appliquons d'abord l’egaiite fondamentale du n" 352 a la fonc- 

lion 
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Puisque la fonclion (u) n’admet pas d’autre singularity a dis- 
tance finie que des poles, le nombre de poles ou de zeros de cette 
fonclion contenus dans le parallelogramme des periodes sera ne- 
cessairement fini. Designons par a , , , « v d'une pari, par 

b 2 , . . - , b 9 d’autre part, les poles el les zeros contenus a Pin- 
terieur du parallelogramme a u tour duquel on effectue Pintegra- 
lion, cliaque pole on chaque zero elantrepete exaclement autani 
de fois qu’il y a d’ unites dans son ordre de multiplicity; la somme 
des resides de la fonclion F(«), a Pinterieur du parallelogramme, 
sera p — v. 


Le calcul du premier membre de Pegalite fondamentale pour 


F(«) — r(a) 
done 




est immediat; on irotrve 2 (MiCo 3 — M 3 io,). On a 


2 ( M i C0 3 — M 3 CO!) = 2 7 :i(p — v). 


en sorte que le nombre entier que nous avons designe plus haul 
par h n’esl autre que Pexces du nombre de zeros sur le nombre 
de poles. 


380. Appliquons le meme llieoreme a la fonclion 


la somme des resides a Pinterieur du parallelogramme sera la dif- 
ference cl entre les so names b { + b 2 + •••+ b p et a i -f- a 2 -K- •+ #y 
des zeros et des poles. 

On troixve d’ailleurs immecliatement 


F ( U Q - 4 - 2 COi t ) — F ( Uq ‘2 C0 3 ■+■ 2 COi t ) 


= — ( Uq -f- 2 C0 3 — 1 — 2 CO! t ) M 3 — 2 CO3 


( Uq-t- 2 OJ ! t) 
\F ( Uq -r- 2C0i t) 1 


F ( ""F 2 CO3 t ) — F ( Uq 2 CO! -j- 2 CO3 t ) 

*F'Oo-r- 2 CO 3 t ) 

= -(«o^2co I H-aco 3 OM 1 -2co 1 — — T) > 

et, si l’on observe que les integrates 


f' r l d( 

VCwo + atOjO’ ’ J 0 W(u 0 -r-2<a 3 t) 



2 4 
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int respectivement des determinations des quantiles 

I , T ( Ho + 2 Oil) _I_ | n „ ^(«0+ W ».) 

los > o,„. 10 o IF (Ho) 


2 Wi 


W(u 0 ) 


2 0)3 


e gales a 


est-a-clire qifelles sont respectivement eg 

Mi Un Ni -r- 2 n x tz i M 3 up -I- N,q -+- 2 n% tz i ^ 

^ ’ ^°3 

a design ant par des nombres entiers, on obtienl 

f ^ oi t Ml Uo -T- N 1 -+- 2 7l\ TC i "| 

2 0)j[ I ( ll \) ~ r ~ 0)i * 4 “ 2 0)3 ) M3 2 0)3 ~ J 

f . , „ JMjKo+N 3 -h9.«3lTi'] _ 

— 2043 — (Mj-H 0)3 - 4 - 2 Wi) Ml — 20)1 7^ J - 


2 d TC L 


En. tenant compte de la relation o) 8 M| — <s) { M 3 = hm, on en de- 
doit 

, o)iNq — 0)3 Ni (0? M, — w* M t j r \ 

cl = — 1 1 — i -j i — 1 — 7 — i — - — 2 h ojd h- 2 (m 3 oj l — Hi o) 3 ). 

rd tz 1 

Dans le cas d’une fonction reduite, Mi et Nj sont mils et Ton a 

1 • 7 r 1 \ 0) I 1 VI 3 I 

done, puisque h est egal a l a congruence 


d ss — k o)i (modd . 2 0) j , 2 0)3) . 

381 . Abordons maintenant la recherche du tjpe le plus general 
des fonctions de troisieme espece. 

Si la fonction de troisieme espece est transcendanle entiere, 
h designe, d'apres ce que nous venons de voir, le nombre de 
zeros contenus dans le parallelogramme des periodes : e’est mi 
nombre entier positif. Quant a d , e’est la somme des zeros. Si 
1 on suppose la fonction reduite, les equations fonclionnelles 
prennent la forme ( 1 ) 

flTCi 

u -4- 2o)j) = u), ^"(u -+- 2oj 3 ) = e 

dont on a, comme on l’a demontre au n° 274 , la solution la plus 


(‘j Cette forme me me montre qu’on ne peut supposer h nul, puisque alors ia 
fraction serait de seconde espece et se reduirait done a line exponentiellc e clH '°' . 



generale, savoii 

Nous rappelons que la fonction comporte h constantes 

arbitraires A 0 , A,, . A qui j figurent lineairement, et que 
Pon a 

4> ( it ) = A o^o ( u ) H- A 1 ( u ) -f- . . . -I- A/ 4 __i Qh—i ( ^ J? 
en supposant 

i nh -4-n- rj 

c I> r (u) — ^7 q h e- '.nh+r)iiw — q h giriKv -j- r~ j hz ), 

n 

ou i’, suivant notre habitude, est mis a la place de * 

En resume, si l’on se donne les deux periodes 2 oj,, 2 co 3 , et le 
n ombre h de zeros dans le parallelogramme des periodes, la fonc- 
tion transcendante entiere la plus generale qui soil une fonction 
reduite de troisieme espece sera la fonction C), qui com- 

porte les h-\- 1 constantes A 0 , A 1? . .., A C; la derniere est liee 
a la somme d des zeros par la congruence 

d = to 2 — G) (modd. 210 15 2co 3 ), 

qui se deduit immediatement de celle que Pon a obtenue a la fin 
du n° 380, en remarquant que C est egal a — u> 3 — 7“7* 

Enfin, on obtiendra la fonction transcendante entiere la plus 
generale en multipliant <1>(«-|-G) par une exponenlielle de la 
forme e A oil A et B sont des constantes arbitraires; il est 
inutile de prendre cette exponentielle sous la forme 
puisque le facteur e c ' ne ferait que modifier les constantes arbi- 
traires A 0 , A,, Ak_i qui figurent dans <£(w-hC). 

On observera que le theorem e de Liouville n’a pas ici son ana- 
logue puisque, corame on vient de le voir, il existe des fonctions 
de troisieme espece, autres que P exponentielle gA« a + B “+ c J qui sont 
Lranscendantes entieres. 

382. Le lecteur n’a pas manque de remarquer les proprietes 
importantes de la fonction Q>(u) que nous avons obtenues en pas- 
sant. C’est une fonction de troisieme espece dont les multiplica- 
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rs eorrespondant aux periodes scoj, sont respcclivcmenl 


oette propriete n ? est autre chose que la definition memedela fonc- 
tion transcendante entiere ^ ( w ) 5 naais nous venous d app rend re 
en outre que, dans le paralleiogramme des periodes, elle a exac- 
tement h zeros et que la sorame de ces zeros est congrue moduli, % 
2 r j ) ) . o to ;> a Ji ( to \ — j- tO;}) oil, si 1 on vent, a A to o • 

De la premiere de ces deux proprietes on deduit que la fo no- 
tion S 3 ne peut admettre plus d’un zero dans le paralleiogramme 
des periodes, puisque la fonction <P(m), pour A = i, sc red u i t a 
S, ( — 7 j • Ce iheoreme etanl le seul pour la demonstration du- 

■' 2 w j j / 

quel nous nous sommes appuyes sur la decomposition des lone- 
lions S en facleurs, le lecteur a maintenant tous les elements ne- 
cessaires a l’etablissement d’une theorie des fonction s S’ fondee 
uniquement sur les developpements en series trigonoinclriques 
(n° 160; qui les defmissenl et sur le iheoreme (n° 274) cle M. 1 ler- 


De la seconde de ces proprietes, il resulte que si I’on se donne 
tous les zeros, sauf nn, de la fonction ce dernier zero est 

determine. 

D’ailleurs, on pent construire une fonction admettanl 

It — i zeros A { , b 2 , . et cette fonction est determinee a 
no facteur constant pres. En eflet, les A constantes A 0 , A, , . . . , , 

qui iigurent lineairement dans <£(*/.) seront liees par A — i equa- 
tions qui, dans le cas oil tous les zeros sont dislincts, seront 


el qui, dans tons les eas, resteront lineaires en A 0 , A, , . . . , A/,_ i . 
Ces equations admettent toujours une solution dans laquelle Louies 
les inconnues ne sont pas nulles et determinent les rapports mu- 
tuels des constantes A 0 , A 1? On ne peut, en effet, se 

trouper dans le cas d’exception de la theorie des equations li- 
neaires, car, si Yon obtenait deux fonctions distinctes <[>(/*), 
admettanl les A — i zeros donnes, le rapport de ces cleux 
fonctions serait visiblement une fonction de premiere espece qui 
n aurait point de pole : ce serait done une constante. 
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On voit aussi qu’il exisle des fonctions transcendanles entieres 
de troisieme espece, qui admeltent, dans le parallelogramme des 
periodes, h zeros donnes b^b o, ..., bk- Une lelie fonction, si elle 
esl reduile, sera de la forme -j- C), G etant une constante qui 
satisfasse a la congruence 

h C == — d ( model . 2 ojj , 2 to 3 ). 


en designant par cl la somme des zeros du parallelogramme. On 
choisira pour G Tune des solutions de celte congruence, el Ton 
determinera, a un facteur constant pres, comme precedcmment, 
les h conslantes qui entrent lineairement dans $(« + C) de 
facon que cette fonction s’annuie pour h — 1 des zeros donnes, 
par exemple, pour £>,, bk -\ ; la fonction <!>('«), qui a h 

zeros dans le parallelogramme, s’annule pour A, -j- C, b 2 -7- C, . . . , 
bh-\ + C ; en designant par b' h -j- G son A k ‘ m, ‘ zero, on devra 
avoir 

b[ -f- C •+• b-i 4 — Ci 4 - ... 4 - b h — 1 4 - C 4 ~ b j t 4- C 7= h to 2 

Oil 


d’ou 1’on conclut 


d -r- hCt -r- b' fl — bf t =z h Co*, 

b’ h — b/ t ~ o ( modd. 2to l5 2 co 3 ). 


On obtiendrait, d’ailleurs, di verses solutions avec des mullipli- 
cateurs differents, en prenant pour C les di verses solutions de la 
congruence. 


383. Nous ferons encore sur les fonctions <&(«) la remarque 
suivanle, qui va nous etre utile tout a l’heure. Si 1’on v pose 

ilZu 

x — e 61 i , 

les fonctions <I> r ( u ) , (/• = o, 1 , ... A — 1 ) prennent la forme 

<IvO) = ^ qn-h-b*nr+j x nh-+r, 
a 

surlaquelle la propriete fondamentale (LVo) apparait immediate- 
men t; car, lorsque l’on rem place u par u -f- 2 to,, x ne change pas, 
non plus que la somme de la serie, et quancl on rempiace u par 
u -f- 2 co 3 , x est rempiace par q-x , en sorte que la serie se re pro- 



duit multipliee par 


q- fl x~ k — e Wl 

381. IL est aise de former une infinite de series, conslituees 
d'une fa con analogue aux precede ntes et, en particular, a la plus 
simple de toutes 

f I > 0 ( u ) = y q n ' h X nh * 

jmm 

li 

qui jouissent de la meme propriete, mais cjui ne representent 
plus des functions entieres. C’est tin point tres particulier des 
belles re c here he s de M. Appell sur les fonctions de troisieme cs- 
pece (' 1 > , que nous allons exposer en disant quelques mots d’une 
de ces fonctions, appelee a jo uer le role d’element simple. 

La recherche des fonctions de troisieme espece les plus gene- 
rales peut etre ramenee, comme on l’a vu au n° 378, a la recherche 
des fonctions reduites qui satisfont aux equations fonctionnelles 

/irn , 

(/« + (0 3 ) 

W >u — 2 to i ) = x V(u), W ( u -f- 2 to 3 ) = e { °i l I (it), 

et nous avons montre au n° 379 que h designe I’exces du nombre 
de zeros sur ie nombre de poles. On prevoit qu’il yaura deux cas 
a distinguer suivant le signe de A. 

Supposons d’abord que A soit positif. 

in r it 

II est aise, en supposant tou jours x = e Wl , de former une serie 
qui se reproduce multipliee par q~ h x~ h quand on change x en 
q-x et dontla sonime represente tine fonction qui n’admeltc, dans 
le parallelogramme des periodes, qu’un pole unique et simple, 

i 7 Z cv» 

congruent au point donne w. Telle sera, si Lon pose y = e , 

la serie 

x ,l/l 

qii-h 

jmzd q' llL x — y 

n 

Cette serie est absolument et uniformement convergente dans 
toute region finie du plan de la variable w, qui ne contient 

( : ) Annates de VEcole Normale superieure, 3 e serie, t. I, I[, III. Voir aussi 
Halphe.v, Traite des fonctions elliptiques , t. I, p. 468 et suivanles. 
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an cun des points u pour lesquels on a q- n x — y — o, c’est-a-dire 
nn des points u — w 2 in to , -f- 2/1033, 011 m design e, ainsi que /?, 
an entier quelconque. La serie garde meme ce caractere dans les 
regions qni conliennent quelqaes-iins de ces points, pourvu qu’on 
en supprime les termes qui deviennent infinis. 

Si Ton isole le terme qui devient infini pour a = w, savoir 

1 _ 1 1 

qq y y i‘ X (U — W) 9 

e — 1 


on voit de suite que le residu relatif an pole simple w est 
Si I’on pose final ement 


F 


my ^ 8 . x nh 

L y q n-h , 

(X>1 Mad X q' ln — y 


on aura une fonetion de u qni satisfait aux. equations fonction- 
nelles, qui admet comme poles simples les points congruents a n\ 
et dont le residu, pour le pole w, est egal a [ . 


385 . Nous aurons a envisager cette fonetion F(m,cp) tant 
comme fonetion de it que comme fonetion de tv. A ce second 
point de vue, il est clair que la fonetion F(m, w) jouit de la pro- 
priety 

F ( U , (P -H 2 tOi) — F(zt, w), 

mais, relativement a la seconde periode 2co ;5} elle se comporte d’une 
facon plus compliquee. 

Tout d’abord, ecrivons-la sous la forme 




a -h x nh 


y — xq*- 


- xcj - 


xq- 


= c FoO) -+* 

COi 


ci ni h + - n 

0)J JaA 1 

n 


rpll ll “h 1 

xq llt — y ’ 


puis changeons tv en w+2( o 3 , y en q~y, a en n -f- 1, on aura 


F ( u , w -+• 2 C03) -f- ~ #0 ( u ) — 



(«+U 2 /H-2:i 


4-1 ) /l-T-l 

xq-2n — y 3 
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relranchons des deux membres la quantile 


XF( B ,cP) = xg2 ?"*■**"* 5? 


X qin — y 


i-ie ciui figure dans le second mernbre deviendra 


la sene qm ug 


qii-hx nlt 


ZnUi- 4-1)4* h x h-)rl — X V 

zq^—y — 


, t. en prenant pour h la valeur q h y h de maniere que lc nuraera- 
loiir dc la fraction devienne divisible par lc denominateur, on ob- 
fiend ra l egal i te 

F . if. iv ~ 2 to 3 ) — q h y h F( u, iv ) = — q /l ^ q' 1 h % nh qin x y 3 


en effectuant la division de (q**x) A + l - r * +1 par q^x—y, on 
aura finalement 

h r- 

F 7 «. IV -r- 2 0)3 ) = q<'y h F(U, IV ) -h 2 y h ~ r< r 1 «V(« )• 

r = 0 


38 G. La fonction F(m, tv), envisaged comme une fonction dc //, 
va nous permetlre de conslrnire toules les fonctions de troisieme 
espece qui admettent, dans le parallelogramme des periodes, un 
nombre quelconqae de poles et un no mb re de zeros egal a cc 
nombre de poles angmente de h unites; elle admet elle-memc un 
pole et ft -r i zeros. 

Observons d’abord que les fonctions de u 

OF d^F d*F 
div’ da >- 7 dw * 7 

sent Lou tes des fonctions de troisieme espece, avec les memes 
niultiplieateurs que la fonction F(w, tv); chacune d’elles n’a dans 
le parallelogramme des periodes qu’un pole, mais ce pole est 

double pour triple, quadruple, ... pour les fonctions sui- 
\ antes. 

Considerons maintenant une fonction W ( u ) de troisieme espece, 
avec les niultiplieateurs i et e Wl ' \ Soit tv un de ses poles 
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d’ordrea, en designant par A une conslante clioisie de facon que, 
dans le developpement suivant les puissances de s de la fonction 


l F (u) — A 


F 

Ow 1 ’ 


dans lacjueiie on a remplace it par w s, le terme en ~ manque, 
on voit que cette fonction n’admettra plus le pole w qu’a i’ordre 
a — i ; on la ramenera de menie a ne plus l’avoir cpf a I’ordre 
a. — 'A, . ... puis a ne plus V avoir du tout : les fonctions succes- 
sives que I’on formera alnsi seront toujours des fonctions de troi- 
sieme espece, avec les memes multiplicateurs, et les poles autres 
que (V ne seront pas modifies. On enlevera ainsi successivement 
tous les poles, et alors il ne restera plus qu’une fonction transcen- 
dante entierede troisieme espece, c’est-a-dire une fonction <£(*/). 

On conclut de la que, si l’on designe par a { , a 2 , ..., cl, les poles 
dislincts de la fonction W (it) dans le parallelogramme des periodes, 
par a / le degre de multiplicite du pole «/, on pourra mettre 1 F(m) 
sous la forme 


/— V 

l FO) = ^ 

i = l 


A'/’F + A'/ 1 


3F 

dw 


A(/) 

• l 


d’ x i— i F"j 

dw %; — i J 


i ii t ? 3 2 F 

oil 1 on entend que, dans les expressions r, —> • • • * on rem- 

place, apres avoir fait les operations, w par at- Inversement, une 
expression telle que le second membre represented, quelles que 
soient les constantes A 0 , . . A h_ K qui figurent dans et les 

autres constantes A ( 0 /} , A ( / J , une fonction de troisieme espece, 

a*/ 

avec les multiplicateurs i et e w ‘ , avec les poles cti, d’ordre 
de multiplicite a t * (« = i, a, . . . , v), et admettant un nombre de 
zeros egal a h 4- a, -f- a 2 +. ..+ a v ; tel est aussi le nombre de con- 
stantes arbitrages qui j figurent, si Ton regarde les poles comme 
donnes. 


387. II n’j a pas lieu de s’arreter an cas oil h est nul puisque 
l’on aurait affaire a une fonction de seconde espece. 

Supposons maintenant It negatif et soit encore d {u) une fonc- 
tion de troisieme espece avec les multiplicateurs 

i, e , 
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admettant, par consequent, dans le parallelogramme des periodes 
on n ombre quelconque de zeros et un nombre de poles superieur 
de — h a ce nombre de zeros. 

Formons les fonctions <F(zz), F (u, w) qui correspondent an 
nombre — h. c’est-a-dire des fonctions de troisieme espece, au\ 

multiplicateurs i,e Wl 3 , dont la premiere est one fonction 
transcendante entiere, contenant lineairement — h conslantes 
arbitraires A 0 , A*. . ..,A_a_i? et dont la seconde admet dans le 
parallelogramme des periodes le pole unique <p. Les fonctions 

W(u)$(u), W(u) F(u, w) 

sont de premiere espece, et, pour chacune, la sommc des residus 
est nulle dans le parallelogramme des periodes. 

Soil*? un pole de ^F(zz), d’ordre de multiplicity a, et soit, en 
posant u = a -\~z et en designant par B 0 , B,, . . ., B a _, des con- 
stantes, par $(s) une serie entiere en s, 


*’(* + 0 = 


Bo 


Bo 

-r + 1.2 -r 


on aura 


.(a — i) 


Bq— 1 
£ a 


®(0; 


<$>(a -~i) = $(>)•+ $'(» - -k . .-H 

i 1.2. . .(a — i ) 

F (fl + s, = - -+...-+ Fta-D(a) 

1 i . 2 . . . ( a — i ) ’ * * * ? 

oil F'(a), F ff (zz), ... designent ce que deviennent 

^F (u, w) d*F(u,w) 
du 3 ’ 

quand on y remplace u par a. 

Le residu de la fonction W(u) <$(«), relatif au pole a, sera done 

B 0 <J>(a) + B,<i>'(a) + B a _,4>ia-D(a), 

et, la somme de tous les residus analogues devant etre nulle, on 
aura, en designant par a„ a t , . . a v les poles distincts de ¥(«), 
par a f le degre de multiplicite de a h une egalite de la forme 

* = V 

l i ' ^ + B <*.<*-« («,)] = 0) 
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qui equivaiit en realite a — h conditions, puisque cette coalite, 

devan t avoir lieu quelles que soient les constantes A 0 , A s A __h-\ 

qui figurent dans <f>, se decompose en — h autres egalites. 

Appliquons le meme theoreme a la fonction T(*<) F(w, w) en 
remarcjuant qu’elle admet, en dehors des poles de T(«), le pole 
u = iv de F (u, w) avec le residu W(<v), et nous aurons 

/ = V 

v( ««>)•+■ 2 [B‘'>F(a,-) + B</>F '(at) +. . = 0> 

1 = 1 

d’oii, en changeant w en 

/ = V 

l ! J ( «) = — [^i/ ) ^ ( tt i? w ) ■+■ it) . . . -f- F^— n ( a ^ 

/ - i 

en sorte que la fonction *F(«) est decomposee en elements simples; 
on rappelle que F */) designe ce que devient — - F .^ quand 
on y a rem place it par a/, puis par w. 

388. Cette forme de decomposition, ohtenue par le meme pre- 
cede que les formnles des n os 338 et 367 relatives aux fonctions 
de premiere et de seconde espece, n’est pas toutefois de la meme 
nature, car e’est le second element de la fonction F(m, (v) ? qui 
joue le role de variable, et la fonction F (it, w) n’est pas double- 
ment periodique de troisieme espece par rapport a cet element, 
en sorte que la formule trouvee ne met pas en evidence la perio- 
di cite de la fonction x F(z^); e’est que, en effet, les constantes BJj*, 
B ( / } , ... ne sont pas arbitraires, mais doivent verifier les — h 
conditions contenues dans 1’egalite ( b ). Sous le benefice de ces 
conditions, la periodicite apparait, com me le lecteur le recon- 
naitra sans difficult^, s’il vent bien se reporter au n° 383, oil nous 
avons donne F expression (*) de F (w, w -f- 2 to 3 ). On voit que, 
dans le cas oil h est negatif, si l’on se donne les poles a,- de la 
fonction W (u), le nombre de constantes arbitraires qui figu- 
re nt lineairement dans l’expression de cette fonction est encore 

( J ) On n’oubliera pas que h doit etre change en — h, puisque, dans le cas ou 
nous nous placons, h est negatif. 

T. et M. — III. 3 
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h — a ,-r a* 4-. . .-f- a v ; c’est, dans tous les cas, le nombre de zeros 
contenus dans le parallelogramme, en comptant chaquc zero au- 
tant de fois qu'il y a d’unites dans son deg re de mul tip licite. 


V. — Autres expressions propres a representer les fonctions 
doublement periodiqnes. 

389. Les fonctions doublement periodiqnes sont susceptibles 
d'etre mises sous d’autres formes particulierement importances, 
et qui mettent en evidence a la fois les zeros et les poles. 

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours chaque pole ou 
chaque zero repete autant de fois qu’il y a d’ unites dans son ordre 
de multiplicity 

Considerons d’abord une fonction de premiere ou de seconde 
espece; elle a dans le parallelogramme des periodes autant de poles 
que de zeros; designons les premiers par a {) a 2 , . . . , a v , les se- 
conds par b it b 2 , . . b v ; la derivee logarithmique de cette fonc- 
tion sera une fonction doublement periodique ordinaire, n’admet- 
tant que des poles simples; si a 2 , . .., a v , d’une part, 
lu 7 . by d’ autre part, sont distincts, 1’ ensemble de ces points 
constitue I’ensemble des poles de la derivee logarithmique; dans 
les autres cas, cet ensemble est constitue par ceux des points a { , 
a 2 : • • Ci v et ceux des points 6 1? Z> 2 , . . b v qui sont distincts; le 
residu correspondant a chacun d’eux est, dans tous les cas, Fordre 
de multiplicity du zero ou du pole de la fonction primitive, affecte 
du signe — s il s’agit d’un pole; de sorte que l’on a, dans tons 
les cas, pour la derivee logarithmique decomposee en elements 
simples, Fexpression 

C-r- — bi) -4 -. . 1 (u — b v )— ^{ic — a A ) — . . t(u — a-y), 

on C est une constante. La fonction qui admet cette expression 
pour derivee logarithmique est 

e cu- he bi)f(u — & 2 ) . <3(u — & v ) 

c — a x )3(u — a 2 ) ... cf( u — a y ) ’ 

ou les zeros et les p61es sont bien mis en evidence. 
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390. Quancl on remplace, dans la derniere expression, n par 
u -h 2 co a , elle se reproduit multipliee par e 2Co5 «~ 1 2 * ^ r <a, en designant 
par d la difference entre la somme des zeros et la somme des 
poles. L’expression precedente representera done, en general, une 
fonction de seconde espece dont les multiplicateurs et u. 3 se- 
ronl donnes par les form ales 

2 C tOj — 2d r ri! = log[JL t , 2CU) 3 — 2 dr {3 = Iog!Jt. 3) 

d’ou Ton tire inversement 

C = —.('Ci fog ^3 — ^JS logpi), d= (£*>i log|JL 3 — W 3 log fJL t ) . 
Ces relations ont ete deja obtenues aux n os 364 et 369. 

391. Si l ? on veut avoir alfaire a une fonction doublement pe- 
riodique ordinaire, les qaantites logp l7 log u 3 doivent etre des 
multiples entiers de 2 rd\ en sorte qu'on doit avoir 

c = 0 (modd. arn, 2 r i3 ) et d= o(modd. 2 to l3 2 w 3 ) ; 

la derniere relation a deja ete demontree au n° 336. 

Comme le rapport de co 4 a to 3 n’est pas reel, la supposition 
d = co 4 2 /i s (o 3 entrame les trois egalites 

log [JL 3 = 2 72! 71 i, lOg pj = —2U 3 7 ZL, C = 2 -+■ n 3 T i3 ). 

en sorte qu’une fonction doublement periodique ordinaire, dont 
les poles a { , a 2l - . - , a v et les zeros b i: b 2: . . by verifient la 
relation 

( 6 j -+- b 2 -\~. . b v ) — (ai -+- a . 2 . .-h a v ) = 2 icq -4- 2n 3 co 3 , 


oil n K , n 3 
nerale 

/(“) 


sont des nombres entiers, aura pour expression ge- 




z?( u — bi) it — b- 2 ) ... 5{u — b v ) 
c '( u — — a . 2 ) ... o ' ( u — a v ) 


A est une constante qai a ete mise a la place de e c '. 

Si les i-epresentants ( 4 ) des poles et des zeros ont ete, comme 

( 1 ) On a vu (n° 359 ) qu’il n’etait pas necessaire de prendre les poles ou les 

zeros dans un m&me parallelogramme, pourvu que chaque pole ou chaque zero 

soil represente par un point congruent a a t , <z a , ..., a v ou b lt b 2 , ..., b v . 
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on pent toujours le faire, choisis de facon que l’on ait 

b _t- b*> . .-f- b v = «i -f- a-i . *-r- <?v> 

i'expression de la fonction doublement periodique sera 

3(ii — b\ ) 3 ( u — hi ) ... Cj(u — by ) > 

J 11 ) ~ ^ 3( ll Cl\ ) 3 ( U CL-i) ... o ( U « y ) 

puisque I on aura alors ii\ — fin = o. Celle forniule met on evi- 
dence les zeros, les poles el Sa double periodicite. 

Toute fonction rationnelle entiere de pu el dc p' a est one fonc- 
tion doublement periodique ordinaire n’admettant que le pole o, 
qui est necessairement multiple ; la somme des zeros d’une telle 
fonction est done necessairement congrue a o (rnodd. aco,, 2 o> ;{ ) ; 
ce resultat equivaut a une proposition due a Abel. On voil en 
outre qu'une telle fonction pent se mettre sous la forme 

v ^(u-b l )^(u — b 2 )...a'(u — by) / i ^ iN 

A ___ ( ^,). 

392 . 11 y a quelque interet a retro 11 ver ces divers resultats el, 
en outre, ceux de meme nature qui concernent les fonclions de 
troisieme espece, sans nous appuyer sur la decomposition en ele- 
ments simples. Le theorenie de Liouville y suffit. 

E11 designant par a i9 a 2 , ..., a v les representants des poles 
d’une fonction de troisieme espece, etpar b i} . . . , b p les repre- 
sentants de ses zeros, on voit, en se placant au point dc vue du 
n° 80, que cette fonction doit etre de la forme 

ir ( u ) e*™ - *(u-b 9 ) m 

a’ijt — ai)3(u— a 2 ) . . . <j(u — a v ) ’ 

cela resulte du tlieoreme de M. Weierstrass sur la decomposition 
en fac tears primaires, etde ce que les seuls poles el les seuls zeros 
de la fonction W (u) doivent etre respectivement congrus, ino- 
d fihs , ao3 3 , k a { , a 2 , . • • , a v et a b \ , b 2 , . . . , b p ; g(u) doit 
etre one fonction entiere, transcendante ou non. 

Posons, eomrne nous 1 ’avons deja fait, 


p — v — Ji ; 
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en remplacant, dans x Y(u) : u par u -f- 2io a , el en tenant compte 
des form ales XIL, on troavera immediatement 

-Lidf 1 ^0-)^") __ g\ M j-scOff.i— d) 

^\\u) • • ' 

Si done on veul qae la fonction (u) soil une fonction de troi- 
sieme espece, avec les multiplicateurs il faut que Ton ait 

g(u -1- * 2 C 0 a ) — g (u) 4- li TZL 4- ‘ir rJ ,(hu 4- Aco a — cl) = JI X U — y.j, — o n^r.i, 

n a elan l on enlier qui ne peat dependre de u a cause de la conti- 
nuile e video te da premier membre. Eli prenant les derivees se- 
condes par rapport a u , on en conclnt 

g" { a 4- 2 co a ) = g" ( u ) : 

la fonction enliere ""(«), etant doublemenl periodique, se re- 
did l a one constante; g(u) est done de la forme a?/ 2 + Bu 4- G, 
oil A, B, C designent des constanles, et Eon devra avoir 

(a A u 4- B) 2io a 4- 4 A' 2 4- 'X’t rx (Iiu li io a — cl) 4 -hr.i = My.it 4- 4- 2 z, 

et, par consequent, 

4 A co a 4- ‘2 /zvj a , 

N a — \ A co^ 4- *2 B co a 4- *2 vj 2 ( A to a — cl ) -T- h ~ l — 2 a ~ i 
= co a M a 4- 2 Bco a — 2 <r/r ia 4- hru — xn^rj. 


393 . II resulte de l’analjse precedente que toute fonction de 
troisieme espece qui admet les poles a v , ci 2 , . • . , « v et les zeros 
b { , b 2 , . . . , &p pent elre mise sous la forme 


*F(zz) = c Am8+b " +c 


3(11 — bi) 5(u — A>)- 
d ( it — a i ) o ( u — a. 2 ) . 


— As) 
*(u—a v ) 


et que, inversement, loute fonction de cette forme est une fonc- 
tion de premiere, de seconde on de troisieme espece. 

Gonsideree com me de troisieme espece elle admet les multipli- 
cateurs e Ma?/-KNa , les constantes M a , N a etant exprimees au moyen 
de A, B par les formulas qui precedent. On en conclul immedia- 



lenient les relations 


Mi ~ m 2 — m 3 = o, 

Xj — Xo - 4 - N 3 = Ml Wi -T- Mo Wo -r- M 3 W >3 -+- II TT L ~h 2 Jl 7i i, 

011 A 7 est 11 n n ombre enlier, relations qui sont confonxies a celles 
ob tenues au n° 3/ 6 j on retrouve aussi aisement la relation 


Ml w 3 — M 3 Wj = Jl7ZL\ 


puis, en eliminant B entre les expressions de N, et de N 3 , on ob- 
tient, apres quelques reductions immediates, la congruence 

cl == d-. [to f m 3 — wf Ml -f- Wi n 3 — to 3 Ni] — 2/JW2, (rno dd. 2 Wi , 2 oj 3 ). 

Inversement, si cette relation etla relation Mi co 3 — M 3 tO! —fnzi 
sont verifiees, on pourra determiner les constantes A, B en fonc- 
tion de M a , N a et Ton obtiendra l’expression generale 

* v«»+Bi£+c *(u — f>i)*(u — b,)...t(u~b 9 ) ? 

(f{u — cii) &{ic — — a v ) 

dont on s'est donne les poles, les zeros et les multiplicateurs 

Le cas des functions de deuxieme et de premiere espece est 
eontenu dans ce qui precede. Pour les fonctions de seconde es- 
pece, on a ll) = o, M 3 = 0, et, par suite, 

h — o, p = v, 

puis 

j W t N 3 — to 3 X 1 I , 

(i = ~i = — • ( w i log p.3 — w 3 log Hi) (model 2 0)!, 20)3), 

en designant par jx, et [x 3 les multiplicateurs. Pour les fonctions 
de premiere espece, on a 

p = v, cl== o, (modd. 2to I? 2to 3 ). 

En resume, Panalyse precedente montre, d’une part, qu’il 
existe des fonctions doublement periodiques de premiere, de se- 
conde et de troisieme espece, et elle donne, d’autre part, le type 
le plus general de chacune de ces fonctions. 
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394 . Enfin, ii est aise de former encore, an rnoyen des fonc- 
tions <1> de M. Hermite, L’expression la plus general© des fonctions 
de troisieme espece qui ont an nombre donne de zeros et de poles. 
Cliacune de ces fonctions, quand elle est (transcendante) entiere, 
se rapporte, comme on i’a vu, a Fentier positif h qui exprime le 
nombre de ses zeros ; pour garder la trace de ce nombre, nous 
emploierons ici la notation <1 y (k)(u) qui representera la fonction 
entiere la plus generale de troisieme espece avec les multiplica- 

— -(u+tx) 3 ) 

teurs i , c Wi 

Considerons maintenant line fonction de troisieme es- 

pece, admettant p zeros et v poles dans le paralielogramme des 
periodes. Nous pourrons former (n° 381 ) nne fonction entiere 
<E >( V ) (u + C), qui admette pour zeros les v poles de W (u). La 
fonction u) <E> (V) Ui -f- C) n’admettra plus de poles; elle sera de 
troisieme espece; elle admettra o zeros, les p zeros de ( u ) ; elle 
sera done de la forme 

e ku°-+-Tiu ( u 4- D ) ; 

la fonction W (u) sera done de la forme 
x ¥(u) = 

$(V) -r- G) 

Inversement, une telle expression est une fonction de troisieme 
espece admettant v poles, p zeros et ayant relativement aux pe- 
riodes 20^, 2 0J3 les mill tiplica teurs 

4 A U) 1 77-)- 4 A CO i +2B CO 1 4A 60374 + 4ACO3 + 2BCO3 " (74+ 10 3) — — (pD vC) 

e , e j 

ou Ton a encore pose h = p — v. Ces mulliplicateurs peuvent 
etre identifies avec si l’on a 


JlTZ L . 

4 A (.0 j = Mi, 4 AOJ 3 = M3, 4AW1 -4- 2/ii 7T l = Ni, 

COj 

„ h iz i oo 3 Tzi . ^ 

4 A to -+- *2 B 0)3 — — ( p D V C ) -T~ 2 71 % 7 Z l — ]N t 3 j 

3 CO 1 tOx 


en designant par n n 7i 3 des nombres entiers. On tire de la, en eli- 
minant A et B, 

ill 0) 3 — M3 to 1 = hiz ij 

N 3 tOi N1CO3 = MlU> 3 (c0 3 — tOj) — Iitz i to 3 

— Tu i (p E) — V C)H- 2.-i(nz tOi — n x to 3 ). 
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Si Ton se rappelle (n° 381) que p(co 2 — D), v(co 2 — C) soni res- 
peclivement congrus ( mo chilis 2co,, 20)3) aux sommes des zeros 
des functions $ ;;p) (« + D), $ (v) (u-h C), on voit que la quantile 
v C — z D est congrue a Ac o 2 -f- d , en designant par cl la difference 
entre la somme des zeros et la somme cles poles de {ii)\ la se- 
conde des egalit.es precedentes nous fournit done encore line fois 
la congruence 


Cl S3 


COiN'i — CO3N1 to ? M3 — CO | Mi 7 / 1 , ■> 

_l_e — , . . 1 _f ! — - — 7 — - — - — 2 h co 2 (model . aco l3 2 co 3 ) . 


39a. Le cas qae nous venons d : evaminer conlient Se cos des 
functions de seconde et de premiere espece. Pour ccs derniercs, en 
particuiier, on trouve A = o, 13 = 0 , C — D, et I on voit que la 
function doublement periodique ordinaire la plus generaie, com- 
portant v zeros et v poles, peat etre mise sous la forme 

/V a — A,, r I\ t ( k -f- G ) -i- A 1 ( I>i ( u -f- C ) -f- . . . -f- A v - 1 ( I>y- 1 ( u -}- G ) 

A 0 ^0 i it -f- C ) -I- Al <l>i ( u G -f- <l> v _ t ( u h- C ) 

ou C, Ao, — A v _ 4 , A' 0 , . . A!^ sonL des constanles arbitraires, 
et $ 0 , <S> I? . . cf) v _ 1 des fonctions parfaitement determinees, clont 
la forme a ele rappelee an n° 381 ; on doit toutefois rem placer la 
lettre A par la lettre v. 



CHAPITRE II. 

APPLICATIONS DE LA FORMULE DE DECOMPOSITION 
EN ELEMENTS SIMPLES. 


I. — Les fonctions d, £, p. 


396. Nous etablirons dans ce Cliapitre diverses consequences 
Ires importantes de la formule de decomposition des fonctions 
doublemen l periodiques en elements simples, consequences dont 
plusieurs ont deja ete etablies, mais qiril convient de grouper 
maintenant an tour d’une meme origine et dont la deduction ne 
supposera rien autre chose, en dehors de la definition des fonc- 
tions o', p, . ct des proprietes qui resultent immediatement 

de cetle definition, que Ids propositions generates etablies dans 
le Cliapitre precedent. 

Considerons d’abord la relation (VII , ) 


d ( a -+- a ) d ( u — a ) 
d ' 1 u d 2 a 


pa — p u, 


et designons-en le premier membre par f(u ); on reconnait imme- 
diatement que f (w) est une fonction doublenient periodique a 
periodes 2 o) l7 2 co ;{ , admettant, comme seal pole dans le paralle- 
logramme des periodes, le point o : ce pole est d’ailleurs double; 
f(u) doit done etre de la forme C + QQ u = C — C ! pu ou C 
et C' sont des constantes; C' est le coefficient de la derivee de - 

dans le developpement de /( u) : mis sous la forme CD - H- C T («) ; 
dans ce developpement, on n'a pas fait figurer de terme en u 1 , 
parce que le pole o est double. On peut dire encore que C et C 
sont le terme independant de a et le coefficient de u ~ dans le de- 
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veloppement def(u) suivant les puissances ascendantes de u *, on 
obtient ce de veloppement en multi pliant le numerateur de 

( fa — u f' a — ~ f" a . . j -+- uf'a — — & ci H-. . , 

expression qui, ordonnee suivant les puissances de u, donne 
__ (g "2 a — o' <2 , 

par le developpement de ; or, en s’appujant seulemcnt 

sur la formule (IV| ) et les definitions (IV 5 ), on trouve 

a ' 2 U ~~ Ur- ‘ l ‘20 U ~ + " * ’ * ’ 

le coefficient de ^ et le terme independant dans le developpe- 
ment de / (u) sont done respectivement — 1 et 

f ' 2 a — o’ a c fa _ ^ ^ . 

a 1 ' 2 a ~ da (fa ^ a 5 

onaalnsi — C'= — 1, C = pa ; cette derniere valeur, apres avoir 
obtenu G ,f = r , pouvait s’obtenir en remarquant cjue C — Opu 
doit s’annuler pour 11 = a : de meme que f(u). Finalement, la for- 
rnule (VIIj) est demontree a nouveau. 

Observons d’ailleurs que le premier membre de cette formule 
appartient an type du n° 391 , 011 les zeros et les poles sont mis en 
evidence; la somme des affixes + a, — a des deux zeros est bien 
egale a la somme de l’affixe du pole double 0. 

Rappelons encore que, de cette formule (VII,), on tire imrae- 
diatement les formules d’addition (VII 3 ) 


XS11 ± a) — t(u) qz = i 


p r u qz p’a 
pu — p a ’ 


p(u±a) — pu = — 


1 d 

2 du 


P' u=FP'a 
pu — pa ’ 


dans cbacune desquelles le premier membre n’est autre chose que 
le second decompose en elements simples; nous reviendrons sur 
ces formules dans un Chapitre suivant. 
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397. Etablissons maintenant l’equation differentielle (Y1I C ). 
Nous observerons pour cela que toute puissance entieredepw est 
une fonction doublement periodique admettant le seul pole zero, 
qui est d’ailleurs multiple d’un ordre double de Pexposant de la 
puissance; le residu de ce pole est nul; par exemple o est un pole 
sextuple pour p 3 u, et V on doit avoir 

p3 u = G Aj r u -f- A a £'w H- As r u, 

en designant par A*, A 2j . , A 5 les coefficients qui apparaissenl 
dans le developpement de p 3 u mis sous la forme 


p*u = A,D - +A,Dsi+.. 
u a 


A 5 D s — + £(«); 
u 75 


quant a la constante C, elle est ici manifestement egale au terme 
independant de u dans ce meme developpement; en utilisant seu- 
lement la formule (IV 3 ) 




^3 U* 


ecrite en tenant compte des definitions (IV 3 ), on calcule aisement 
la partie fractionnaire et le terme independant de u dans le deve- 
loppement de p 3 u; on trouve ainsi 


a 6 20 it 2 x(> 




...= £* -i£l D I - — 

1 6 20 It 120 


D5 I 


et Fapplication de la regie precedente donne 


O*. 2 CTn. T 

ft 3 , J <1 2 1 TT - 

P 3 U — i — p It H p 1 ' U. 

IO 20 r 120 r 


En appliquant exactement la meme metkode a la fonction double- 
men t periodique p' 2 u, dont le seul pole est encore o, et pour la- 
quelle ce pole est encore sextuple, on obtient 


p' 2 u= — 



2 £*2 I IV 

T pu + fo p “• 


En eliminant p lY u entre les deux dernieres equations, on trouve 

p'2 W = 4 P 3 M &2PU gz* 
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398. Les formules fondamentales relatives a la division par n 
de Tone des periodes se presentent comme d’elles-m^mes. 


Si, par exemple, on considere la fonclion pra 

parallelogrammc relatif aux periodes 210,, 2io 3 , on reconnait de 
suite que e ? est une fonction doublemen t periodique dont les poles, 
tons doubles, sont donnes par la formule u = 2r ou r prcnd 



les valeurs o, r. 2, n — \ ; d'ailleurs on a 



e:i sorte que la formule de decomposition en elements simples 
nous donne, en designant par C une constante, 

7.; I Li J — , j = p U -r- P [^ U 2 7 47 ” ) * + ’ ^ ( r — 1 5 2, 

(/*) 

d'ailleurs, si Ton fait tendre u vers zero, on reconnait de suite, 
sur les developpements en serie, que la difference du premier 
membre el de pu tend vers zero; il en resulte 


C = 



et Fon retombe ainsi, apres avoir change a en — //, sur la formule 
»;xxi,u d’ou Fon pourrait deduire par integration Ses formules 
analogues (XXI 3 ) et (XXI 2 ), qui concernent les fonclions £ et d. 


399 , De ces formules et de cedes qui en resultent lorsqu’on y 
transpose les periodes 21^, 2 cj 3 , on pent deduire des formules de 
multiplication pour les fonctions o', £, p. II suffit de repeter cc que 
1 on a dit au n° 31 i pour etablir les formules de mill tip licalioo re- 
latives aux fonctions sn, cn, dn. 

Mais on parvient aux memes formules en decomposanl la fonc- 
lion p (nu) en elements simples. 

Pour simplifier l’ecriture, nous poserons 


2 UlOi — 2 VOJ 3 


A = 

(;x,vj 




h - y «. 


^,v; 


(M 



APPLICATIONS DE LA FORMULE DE DECOMPOSITION. ^5 

En applicjuant la formule du n° 338 , on a 

a- ,p ( nu ) = ^ P ( u — a \wi ) ~ A - 

En integrant, pais passant des fonctions v am fonctions on ob- 
tient ensuite les relations 


i 

n 


i'C(nu) = £ (« — a >;.v) -Aa- B , 

V) 


^ /l = , - I j/i e • ^il — r^T- 


Dans toutes ces relations les sommes sont etendues a tontes les 
combinaisons a, v des enliers o, i, 2, .... n — 1; le prodait est 
etendu a ces iiiemes combinaisons, la combinaison u. = 0, v — 0, 
exceptee. 

La derniere relation s’obtienl d’ailleurs aussi en repelant, sur 
la fonetion d(nu), les raisonnements que Ton a fails an n° 134 


sur la fonetion 


u\~, 01.5); elle I'esulte au fond d’un groupe- 
„ \ 11 ' J 

ment convenable des facteurs de la fonetion d(mi) decomposee 
en ses facteurs primaires et de l’applicalion de la formule 1 \ ,). 

Si, dans la derniere relation, on remplace u par a -f- 2co a et si 
l’on fait usage des forniules (X 1 L), on voit que les expressions 


2 A co a a ~ 2 A co 2 -+- 2 B to a — 2 r t a « 


doivent etre, quel que soit u 1 de la forme oil /?? a designe 

un nombre entier; on a d’ailleurs 


ix = n — 1 



(|X,V) *1=1 


v = n — 1 

ID 2.VW3 / 

n y — ji ( ji — 1 ) to* ; 

Jzd II 
V = 1 


on voit done, d’une part, que A. est nul, et, d’aulre part, que 
Ton a 

B to ^ -H n ( n — 1 ) Wo '0 a • =: nirjiz i. 


Si Toil ecrit cette egalite pour a = i el pour a — 3 , oa trouve 
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successivement, en faisant usage de la relation 7) j w ;} — r i3 to , — =h 
les relations 

— 2 /??i 103 = qr /i(« — 1) to 2 , 

B = ~ ( 2 niz T'i — 2 7 ?i! r j3 ) = zt 2m 1 to 3 ) 

= — C[/i(/i — i)w 2 ] = — /i(/i — i)r j2 . 

On a done finalement etabli Jes formules de multiplication 

r , 1~T (,) U fly, v ) 

( j j — ^ ( nu ) = ( — e~ n ^ n ~ 1] 'O 2 « o' & 1 — • 


IC j / 


(\L, V) 

( 2 j n t (nu ) = t ( u — a^j) — n( n — 1) v) 2 , 

! P(««) = 2i P( M — «(<■.»)» 

([A,Vj 


^ ( ^,V ) 


/ I 3 1 ft 2 I 


et Ton a aussi demontre les relations 


(IGa> = ” M 7 * — 0 t j *>2 p(«pL,v) = 0 ; 

(U.,v) (t*., V) 

dans toutes ces formules, les sommes sont etendues a loutes les 
combinaisons des indices p, v choisis parmi les entiers 0 , 1 , 2 , 
n — 1 ; pour le produit, la combinaison pt = 0 , v = 0 est exceptee. 


400. Si Ton decompose en elements simples l’expression 


fill) — \ tk u — ^ 11 ~~ ^ ‘ * * a '( u — &V ) 
* ‘ ' ~~ * 3 (u — a x ) 3 (u — a 2 ). . . c *( u — a v ) 



qui, comrne on Fa vu an n° 391, represente une fonction double- 
ment periodique ordinaire quelconque de u , on obtient des iden- 
tites interessantes. Ainsi, puisque la somrae des residus de f(u) 
est nulle, on doit avoir 



k — I 


^( a k — &i) 3 (a / ; — b»). . . (f ( ctj x - — by) 

J ( CCk a i) m • • a> ( a k a k—\) & ( — ki/i-h-i ) . . . C (a i : — a v ) 


Pour v = 3, cette relation est identique a la relation (VIL). 
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II. — Les fonctions sn, cn, dn. 

401. Les fonctions 

e~'W i u -b ) 

r'w- U -~r- W3) 

i_ 

O'wp ‘ ~KU -i- CO - ) 

sont des fonctions cloublement periodiques de seconde espece, a 
multiplicateurs i et — i ; les derniers membres appartiennent 
au type (u) du n° 366. 

Les carres des fonctions q sont des fonctions doublementperio- 
diques de premiere espece; observons queles formules (LXIII^a^) 
ne sont autres que des formules de decomposition en elements 
simples. 11 en est de meme des formules (LXIII 3jG ) relatives aux 
fonctions $po(*0 kp( w )? Soy( M ) 

402. La tlieorie de la decomposition en elements simples des 
fonctions de seconde espece conduirait sans difficulty aux equa- 
tions differentieiles que verifient les fonctions c ; par exemple, en 
observant que la fonction £p 0 (w) £yo(&) admet les memes multipli- 
cateurs que la fonction £ ao («), qui, n’ayant pas d’aulre pole que 
zero dans le parallelogramme des periodes, peut jouer le role d’e- 
lement simple, et que cette meme fonction 5po(w)5yo(w) admet, 
comme pole unicjue, le pole double u= o, on voit qu’on peut 
ecrire 

?poO);yoO) = A.J a0 (w) -f-B5i 0 (M), 

A et B etant des constantes : or, en se rappelant seulement que le 
developpement de q a0 ( u ), suivant les puissances ascendantes de u, 

commence par un terme en - et ne contient pas de terme inde- 
pendant de a, on voit de suite, si Ton egale dans les deux mem- 
bres les coefficients des puissances negatives de u, qu’on doit avoir 
A = o, B = — i : on retro uve done ainsi la formule (LXL ) 

&o( M ) = — $Po(«)Jyo(a), 
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d'ou Ton deduit immediatement I’equation differentielle (LXIL) 

) = l e ‘X — c ?j ;lo(“)] [ e %— e Y' h ?ao( M )J- 

403. Sopposons /i impair. Dans le parallelogram me des pe- 
riode* de la fonction p(u | co,, co 3 ), les fonctions £ 0a ^ | co ;} ^ ? 

c'-v‘ // ! co ;J j sont doublement periodiques de seconde espece, 

avec les memes multiplicateurs ± i que les fonctions 5oa(^)? 
;3y.. .’// Lears poles et lears zeros se metlent immediatement en 
evidence, d'ou Ton conciura sans peine leurs expressions sous 
forme de produits rentrant dans le type du n° 389; on rctrouve 
ainsi les formules, relatives atix fonctions H, que l’on obliendrait 
par la division membre a membre de cedes, relatives aux fonc- 
tions qui iigurent au Tableau (XXVI). 

La decomposition en elements simples permet d’obtenir, sous 
forme de somrnes, les expressions des fonctions 


> 1 

[u\ 



, / 

co t 

\ 


/ i 

I COj \ 

VJCi 1 

J OJ;j 

II j 



M ? 

11 

“V’ 

fa 

(“| 

x’ to p ; 

on trou ve 

ainsi, en 

particulier et en conservant l 

es memes nota- 

lions qu'au n 1 

° 129, 
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ri, ... 

’ ) r n — i) 





Les formules (LXXXVII 7 _ 9 ) et (LXXXIX T - 9 ) se deduisent de 
celles qm precedent par le passage des fonctions £ aux fonctions 
sn. en, dn. 


404. Les combinaisons que I’on peut former en multipliant une 
fonction de 1’argument u par une fonction £ de l’argument u + a 
sont des fonctions doublement periodiques de premiere ou de se- 
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conde espece; on parvient a des formules interessantes ( ! ) en les 
decomposant en elements simples. 

Considerons, parexemple. 3 a fonction ; a0 («) lxo( w — ci): elle est 
de premiere espece, da second ordre; ses pules, qnisont simples, 
sont o, — a et les points congruents; 3 e residu relatif au premier 
pole est c ao (a); on en conclut de suite 

c xo ( « ) ; xo ( u ~ a ) = ; a0 ( « ) [ Z u — Z (it a ) ~ A] . 

A. est une constante que 1'on trouve egaie a Z y a en ecrivantque le 
second membre est nul pour u — co a . 

Nous recrivons ci-dessous la formule ainsi completee, et d’autres 
qui s’en deduisent, en ajoutant co a ou to 3 a u 011 a a. Ces formules, 
et celles qu'on en deduirait en ecliangeant les leltres a et don- 
nent les decompositions cherchees de celles des combinaisons que 
1'on considere cjui sont de premiere espece. 

•' c 0 yJ«) ;ao(«) lxo(" «) = J u — Z (it —a) — Z % a, 

1 ie % — e$) (e y — e v ) c a ( a ) J ( «) J 0 x (« H-«) = - 4 - a ) ~ Z- L a, 

(Ci) / — e-j) co »('«) z; — Z$(u-~ct)-r- Z y a . 

1 sao (# ) cao («) cux(« «) — Zu — £ 7 / « -f - a 1 — * «, 

c3y (ft) cao (u > iy o ( it -f*«) = J u — Z* (u -4 -a)-- ’A- <ru 

En tenant compte des relations (LXIII 3 - B ) on voit que la pre- 
miere et la troisieme des relations precedentes peuvent s’ecrire 

Z u — Z (u -4- a) -4- Z a = ; oa (V> | a0 (w) z*o(u - 4 - tz) - 4 - ;3 0 («) ;••*(«), 
watt — £*(« “ «) -4- = (e a — <? s 3) lop W *•;«( « H- «) — $ V q(*)]. 

Sans nous arreter a multiplier les relations de cette nature, 
rappelons que Zu — Z(u -j- a) ~ Zci n’est autre cliose (V1I 3 ) que 

— L P_Jl E-H. Enfm, on voit aisement que, en faisant tendre a 

2 p u — p a 1 

vers o dans les formules precedentes, on retombe sur les formules 
de decomposition en elements simples (LXIII , , 3? .,) des fonctions 

^ao(^)) 'tya(^)? Sj3y(^)* 

405 . En consultant le Tableau (XIL>), on apercoit que le 11111]- 
tiplicateur p. K de la combinaison ^(a) ? ( u 4- a), ou chacune des 


(») Voir le Cours de M. Hermite, XXIV 6 Lecon. 
T. et M. — III. 
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deux fonclions ; est affectee d’indices quelconques egaux on ine- 
gaux. est egal au produit d’aulant de facteurs egaux a (— i) qu’il 
v a. parmi les indices des deux fonclions £, de nombres o et a. 
If en resulte que si />, q , r, s sonl pris parmi les nombres o, i, 
r>. 3, p et q d’une part, r et s de Pa litre, etant necessairement 
inegaux, les expressions q rs (u a) sont des fonclions 

doublement periodiques de premiere espece ou de seconde es- 
pece avec les multiplicateurs -4- i et — i. Celles de ces fonctions 
qui sont de seconde espece sont celles pour lesquelles les deux 
systemes (p. q), (/’, s') admettent un element commun et un seal. 

Considerons, par exemple, la fonction %pq(u) % pr (u a) ou 
les nombres q et r sont differents entre eux et differents de p : 
et designons par s celui des nombres o, i, 2 , 3 qui n’est ni p : 
ni q, ni r . Cette fonction et celles qui s’en deduisent, soil en rem- 
piacant p par 5 , soit en echangeant deux des nombres p et q ou p 
et r, ont les memes multiplicateurs; ces multiplicateurs sontd’aii- 
leurs aussi ceuxdes fonctions l qr {u) et l ps (u). D’ailleurs la fonc- 
Con z ?q ( u ) \ pr {u 4- a) n’a que deux poles, simples tous deux, dans 
le parallelogramme des periodes; elle s’exprimera done en fonc- 
tion lineaire de deux des expressions 

— Ul): ll i)i %qr(u + mJ), H- ?C), 

les constantes u 2) u n u 2 etant fixees de facon que les deux 
expressions choisies aient leurs poles congrus a ceux de la fonc- 
tion Zpq[ x it) $ pr (u + a). La meme chose s’applique aux fonctions 
qui se deduisent de la fonction $ w («) ^ r ( u + a), en remplacant 
P P ar s ou en echangeant deux des nombres p et q ou p et /*. 

Dans chaque cas, les coefficients des fonctions lineaires s’ob- 
tiennent Ires aisement en donnant successivement a a des valeurs 
qui annulent chacun des termes. 

On doit avoir, par exemple, 

+ a ^ = A Joy(w) H- B^ 0 y(a 4- a), 

et 1’on determines les coefficients A, B en supposant successive- 
men t « 0 , u cl. On u ouve ainsi line serie de form u les, 
parmi lesquelles nous n’en transcrirons que trois, parce quo les 
aatres, quand on passe (L1X, ) des fonctions \ aux fonctions o', ne 
iourmssent pas de relations distinctes de celles qu’on deduit de la 
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me me facon des trois scales formules que nous conservons. savoir : 


(co 


; a o(zn z'pu(u a i = ;3o W No («) — \-jjy a ) |yo( w ~ «): 

(«? — ^a) SoaOO ;ya r « ~ «) = ;3oNO “ No' » ;Sa(« 

(>a — <?.3j C;'a(«Ky3( ^ " «) = (> a — * e y ) ;3y(«) ?3a(« ) 

(<? v — <?£) NyW “ ")• 


De ces formules et de cedes qai s’en deduisent par le change- 
men t de u en a : il serait bien aise de deduire les formules d'ad- 
dition des fonctions z ; enfin on reconnaitrait rnieux leur nature 
et, en particular, leur genre de dissvmetrie en les reerivant apres 
avoir remplace u par b et u -f- a par — c : a. b , c etant aiors sup- 
poses relies par la relation symetrique a- f- b -f- c = o; mais nous 
laissons au lecteur le soin de developper ces niatieres. 


406. Les notations relatives aux fonctions £ permettent de con- 
denser beaucoup les formules. Lorsque Ton veut passer de ces 
formules aux fonctions sn, cn, dn, il est necessaire de particuha- 
riser les valeurs des indices a, [3, y, en sorte qu'une formule ou 
ne figure qu’un seul de ces trois indices conduit a trois formules 
relatives aux fonctions sn, cn, dn; ime formule ou figurent deux 
ou trois indices a, [3, y fournit six formules qui, a laverile, peu- 
vent iTetre pas distinctes. Nous n’ecrirons ici que quelques-unes 
des formules relatives aux fonctions de Jacobi ; le lecteur obtien- 
dra les autres, soit par le meme procede, soil en ajoutant a i’ar- 
gument les quantites K, zK/ ? K -f- i KJ. 

Tout d’abord la relation (LXIIf 3 ) donne, pour a = 3 et en rem- 

placant u par ■ - — ■> 

v — e z 

(e, — e 3 )(e*—e 3 )il 3 ( “ - ) = — e 3 — Z ,’ 3 f - - = - ) 

\v e i — e i) \vei — e-ij 


ou, en tenant conipte des formules (LXVIl t ), (LXXVIII, ) et 

(XXXVII,), 


k*- sn 2 u = ... V-- . — z -(«). 


K^i— e 3 


On en deduil, pour u — o, 

Z( o) = 


i -f- A 2 


'Ci 


* Ks/ei—e/ 


( Clio 



CALCUL INTEGRAL. 


puis 

, qj\ - ( k- sn -u = Z'(o) — Z'(u). 

Comm e on a cn 2 ;/ = i — sn 2 //, dn 2 u = i — A ’ 2 sn 2 //, on en con- 

cl ut les formules 

j A- en -u = k- — Z'(o )4 -Z'(m), 

' •’ ( dn - u = i — Z'(o) 4- Z' (u). 


Si dans ces formules on ajoute K, *K', K + iK' a l’argumcnt «, 
on oblient des formules analogues concernant les inverses des 
functions sn 2 ;/, cn 2 //, dn 2 // et leurs rapports muluels; toules ccs 
formules sont, au fond, contenues dans les formules (LXMI). 

De la memefacon, on deduira des relations (XCV11), en y sup- 
posant a = 3, celles-ci : 

| Z u .-r Z(a) — Z(u^a) = k*snasnusn(u -h a) 

1 ■ j — f b !— r cncf — cnff cii(m 4- «)] = [dna — dn u dn ( //-4- a) ] ; 

f d n a L wci 


puis, des formules (C 2 ), les suivanles : 

?n a cn u dn ( u -f- a ) = dn a sn ( u 4- ct ) — cn a sn u , 

\ cn a cn u dn (u 4- a ) = dna dn u cn (u 4- a) H- /d 2 sn« sn u , 

" j dn a cn u sn ( u 4- a ) = sn a dn ( u 4- a ) 4- sn u cn ( u 4- a ) , 

• A- cn a cn u cn ( u 4- a ) = dn a dn u dn ( u 4- a) — A' 2 , 


auxquelies il convient d’adjoindre, outre les formules qui rdsulteol 
do groups precedent cjuand on neglige le premier mcmbrc, cellos 
qtfon en deduit en echangeant les lettres u ct <rz, ct en reinpla- 
cant successivement u par u — a et a par — a . 


III. — Dev el opponent de pu en serie entiere. — Expression des 
derivees de pu et de p{u — a) an moyen des puissances de pu. 
— Expression lineaire des puissances de pu au moyen des 
derivees de pu. 

407. Liquation differenlielle obtenue pour la fonction pu 
conduit a des consequences importantes relatives au developpe- 
ment en serie de cette fonction et a Integration de ses puissances 
entieres. 
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Rappelons tout d'abord que Fequation diilerentielle (VII 6 ) per- 
met (n° 101) d’etablir la formule recurrente 


i /• 


r — 2 

t/'-i-l) C r = 3 V 


/ 


C£ C r 


qui, jointe aux expressions deja connues (IX 3 ) de c 2 et de c ; >, four- 
nit autant de termes que bon vent dans le developpemenl de pa 

P " = ^ ^ c,-~i u- r - 

/'—l 

On reconnait immediatement que la serie qui represente pu est 
convergente, sauf an point o, pour tons les points interieurs au 
cercle decrit du point o comme centre, avec un ravon egal an plus 
petit des nombres 2 | to a j. Grace a la periodic! Le et a Temploi du 
theoreme d’addition, on pent toujours ramener le calcul de pu 
au cas ou le point u est interieur a ce cercle. 

Du developpement de pu on deduit immediatement celui de 

tu = — f pu du 

qui converge dans les memes conditions, et celui de la fonction 
transcendante entiere 

o' it = e j da = i -f- J t u du -f- [f t u du ] 2 

les premiers termes des developpements de pu , du figureront 
dans le Tableau de formules. 


408. On voit d’ailieurs, sans aucun calcul, sur la formule re- 
currente jointe aux expressions de c 2 et c 3 , que cliacune des ex- 
pressions 1 est un polynome entier en «g* 2 , a coefficients 
numeriques rationnels. Parfois, on desire mettre en evidence la 
forme seule de 1’un ou V autre de ces polynomes c r+i sans s’occu- 
per de la valeur numerique de ses coefficients; on y parvient fa- 
cilement en faisant usage de la formule d’bomogeneite (III 3 ). 

Si I’on designe par A un nombre quelconque et par ce 

que devient quand on remplace op, co 3 par Atn*, A<d 3 , on voit 
immediatement en appliquant cetle formule que Ton a la relation 


C/H_i — X 2r 2 c r + 1. 
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D'autre part, si Eon designe le polvnome enlier en g 2} £3, qui 
represente c,^ par 

c,-+ 1 = 2 
(a 3 , a 3 ) 

oil x 2? a 3 sont des en tiers positifs 011 mils, 011 A asj a, est un no mb re 
ralionnel et ou la somme est etendue a un nombre fmi de combi- 
naisons des entiers a 2 , a 3 , on a manifestement 


- 2 ' 

(a.,a 3 ) 


& 


& 


^r 2 ) v 6a 3 


0 suffit de comparer ces deux resultats pour voir que les nombres 
entiers positifs ou nuls a 2 , a 3 qui correspondent au nombre enlier 
determine, positif ou nul, r verifient necessairement la relation 


2a 2 -h3a 3 = r+i. 


En tenant compte de cette relation, on voit immediatement 
quelle est la forme du polynome en g 2: g'3 qui represente c r+i . 
Ainsi le coefficient c K 2 de u 2 ' 2 est de la forme Ao’j + B gl g'l -f- G g’H , 
ou A, B, G sont des nombres rationnels, puisque la relation 
2 7. 2 — 3 y. 3 = 12 n’est verifiee que pour les trois couples d’enliers 
positifs ou mils a 2 = 0, a 3 = 4 ; a 2 = 3 , oc 3 = 2; a 2 = ( 3 , a 3 = o. 

II va sans dire que ces resultats pourraient se deduire sans 
peine, par induction, de la formule recurrente elle-meme. 


409 . Au developpement de du, il convient de joindre celui des 
fonctions d^u, ou, plus generalement, de la fonction transcen- 
dante entiere de u, 


T' • , V d (ll - 

Jy s u. u 0 ) = — 


■ Uq) 


Uq 


= Aq 4 - Aj H- . . . + 


. u fl 

A " / 7 i ~ K 


qui se reduit a 3 x u pour « 0 = w a ; la relation 


1 r d f_ ( “ 0 ) d/( M p ) 1 

/(«, “0) L <*K £)«(, J ~ “P“o, 

dont la deduction est immediate, fournit la formule recurrente 
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qui permet d’obtenir autant de termes que Ton vent, des que Fon 
ales deux premiers, qui s'obtiennent directement : on trouve ainsi 

A 0 = i, Aj=o. A -2 = — pw 0 , A 3 =— p r M 0 j A; = — 3 p- « 0 — ~ ; 

il ne reste plus qu’a faire u 0 = co a pour avoir le developpement 
clierche, dont on tronvera les premiers termes dans le Ta- 
bleau (XCIII). 

410. En elfectuant ia division de la serie qui represente f(a : Uq) 
par la serie qui represente 3 a, on obtient le developpement de la 
fonction d >(u, u 0 ) du n° 374, sous la forme 

\*(u a )— a 1 a . 11 j ll ‘ l ~ l 

{ u : U Q ) u a l ‘ X2 -2 ! X 'l n \ 

developpement qui estvalable dans les memes conditions que ce- 
lui qui represente pt*; d’ailleurs Fequation difierentieile lineaire 
(n° 374) que verifie u 0 ) fournit, pour les coefficients v. n dont 
l’indice est superieur a 3, la formule de recurrence 

i y>l 

n (n — 3 )\ 


oii les c r sont les coefficients du developpement de p a ; l’indice r 
ne doit pas depasser la valeur si n est pair, (;z — 27 *)! doit, 

pour/* =1 ~, etre remplace pari. On trouvera dans le Tableau 
(XCIV) les expressions des premiers coefficients. 

411. Le raisonnement que nous avons fait pour p 3 u dans le 
n° 397 montre en general que p n u , oil 11 designe un entier positif, 
est une fonction lineaire de pa et de ses derivees, jusqu'a la 
( 2 n — 2 )^ me * on a plusieurs manieres pour calculer ces fonctions 
lineaires, de proche en proche. 

Tout d’abord, niaintenant qu’on est en possession du develop- 
pement de pa, avec autant de termes qu’on veut, on peut appli- 
quer exactement la metliode que nous avons suivie pour p 3 u . 
c’est-a-dire la formule de decomposition en elements simples. 


2 y..i t 

= ,rr P u o 


( n — 2 j 1 


- 5 - 2 Co 


a«-6 

-T- 'A -r...-r‘2C/. 

in — b ) ! 


C n — 4)1 

1 ,i — 2 r 


at — 2 r ) ! 
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On pent encore utiliser cette remarque deja faile ati n° 1 01 ; les 
derivees d'ordre pair de pu sont des polynomes en pu. Inverse- 
men t ^expression de ces derivees permel, comrne on le verra tout 
a rheure, d’obtenir, par la resolution d’equations du premier de- 
gre. les expressions lineaires des puissances de pu au moyen de 
pu el de ses derivees d’ordre pair. II j a done quelque in Level a 
pouvoir pousser un pen loin le calcul de ces dernieres; void com- 
ment on pent proceder. 

Si Ton pose pour abreger y — pu, on reconnait aisement par 
induction (n° 101) que la derivee 2 /i i “ me de pu, que nous repre- 
senlerons par P„, est un polynome en y de degre n- f— i ; desi- 
gnons par P^, P” les derivees premiere et seconde de ce polynome, 
prises par rapport a y. On aura 


d? n 

du 


P / d y 


= P « _ 
du- n l du j 


V d l y * 

11 did ’ 


mais on a, d'une part, 


d*¥ a _ d 2n+ -p u 
did ~ du *'*- 2 

et, d autre part, a cause des equations (ViI G _ 7 ), 

/ d v \ 2 

( ~Tu) = *y*—s*y-si, 
on aura done, en remplacant, 

P «+| = — (6y 2 - P'n ; 

cette relation, jointe a celle-ci 


di y _ r . 1 

du- y 2 s s ’ 


p > = gjk 2 — y ,, 

permet evidemment de caleuler de proche en proche les poly— 
nomes P„; on trouvera dans le Tableau (XCVII) les expressions 
de P„ pour les premieres valeurs de/i. 


412. Quand on vent pousser les calculs un peu loin, il est com- 
mode de les fractionner davantage et de caleuler separement les 
coefficients de chaque polynome. 
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II suffit d’observer ceux des polynomes qu'on a calcifies poor 
prevoir que P /2 doit etre de la forme 


od les coefficients Ai^ ao sont pu remen t numeriques et oil a ; . 
sont des entiers positifs on nuis qui satisfont a la condition 


2 a 2 ~ oa 3r /i-i: 


il sera commode tout a l'heure d'admettre que les indices cu ? a 3 
peuvent prendre d’autres valeurs que celles-la, mais que, alors, les 
coefficients A ( £] x . t sont nuls. 

Le fait que le polynome P /2 est ainsi constitue resuiterait d’ail- 
leurs aisement des proprietes cVliomogeneite de la function 
jd(w; g o, g z ) ; il nous suffit ici de le regarder comme un resultat 
d’induction : car la substitution de la valeur precedente de P /2 , 
dans le second membre de la relation de recurrence, montre bien 
que la loi se conserve pour P /2+ , , et que dans ce polynome le coef- 
ficient de 

o-a, o-a 3 v ./i-t-2-2a J -3a 3 
& '2 $ ‘6 J 

est le nombre en posant 

— {2)1- h 2 — 4 a* — 6a 3 )(2/i + 3 
— ( n 3 — 2 a .> — 3 a 3 ) ( n -h 4 
n -t- 3 — 2 a-7 — 3 a 3 , 

(< 2 /i -h- y 


-4*1—633) 

2.ci 2 3 a 3 ) — 1 

~4a 2 -6a 3 )A^L 1 ,a 3 ; 


dans cette formule a 2 et a 3 doivent etre deux entiers positifs ou 
mils qui verifient la condition na 2 + 3 a 3 ^n -f- 2, etceux des coef- 
ficients d’indice superieur egal a /?, pour lequel fun des indices 
inferieurs est negatif, ou pour lequel la somme de deux fois le pre- 
mier etde trois fois le second depasse n -j- 1 doivent etre regardes 
comme nuls. La relation precedente permet evidemment de cal- 
culer les coefficients du polynome P , 2+1 quand on connait ceux du 
polynome P w ; elle permet me me de calculer autant des coeffi- 
cients que Ton voudra de P /2 en laissant n indetermine; ainsi elle 
donne 

Ao"o’ 1) = (*n -i - 2 ) (2/H-3) AfjL 
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,t comme l’on a A*," = 3 !, on en deduit de suite 
A^’o = ('A » + ')!; 

on trouve aussi, pour n plus grand que i, 2 , 3, 4) respectivement 


Ay!o 

(•2 71-4-1)! 20 

__ (7i-r-i)(3/i — 8) ^ 
(211 — ij. 2 >:> .3.5 2 


Ajfl _ ^±1. 

(a/iH-i)! 2 S 

A'/p, _ (/7 + i)(n» — 36 ) _ 

( 2 /i -+- 1 )! _ 2 4 . 5. 7.11 


413. Ayant ainsi forme les expressions de lb, P*, Paj • • •? d 
suffira de resoudre les equations ainsi obtenues par rapport a y 2 , 
i‘ 3 . yi. . . . pour avoir les expressions dc ces puissances de pu en 
function lineaire de y et de P ); P», P3. c’est-a-dire de pu et de 
ses derivees d’ordre pair; on obtient ainsi 


. P « , gi 

V' u ~ TT 


, P IV ?^ 2 gl 

p3 u = 2-rr- -4- P u ■ 
J o ! 2 2 .0 


P 4 U = 


p 11 


& 3 

2.5 


?2 P U , 


P M 


o>. 3.7' 


Sur ces form ales, on lit i mined iatement les valeurs cles inte- 
grates des puissances de pu. On trouvera dans le Tableau (CXI) 
ces valeurs pour les premieres puissances de pu. 


41 4. Mais, quand P exp os ant de la puissance de pu est un pen 
eleve, ii vaut mieux calculer les expressions directement, sans 
passer par la resolution des equations du premier clegre. 

On y parvient faeilement en formant la derivee seconde de p n u 
par rapport a u: cette derivee est 


71(11 — 1 ) p n ~- u p' 2 u~ n p /i_1 it p" it 
= Mn — — g>y — gs)-h ny n -i ( 6 j 2 


: 2 n ( 2 n -h i) — g*y Tl ~ x ~~ u(n — i ) £3 ; 


on a done 

y 


t d-(y n ) 2 n — i 

lil : _J o-, y/l 

271(2 71 ^- 1 ) dll 2 ‘ 4 ( 271 - 4 - 1 ) 17 


2(2/i -f-lj 
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el il est clair que cette formule permettra d’obtenir Fexpression 
lineaire de y n+i an moyen de y et de ses derivees, si Ton con- 
nait de pareilles expressions pour j' 72-2 , y n ~~ K y n . 

Le calcul se fera simplement en supposant 


yn = B ( 0 /n 


( i 11 — i ) ! 


d in -2pu 

du ln ~- 


- • • -T- B>." 1 7 

(in — u' — i ) ! 


cl~n 2/*— 2 p w 
clu~ n -- r ~ 2 


THH1 1 fftpM 
/2 ~ 2 3! rfu* 


• m -+- b;« 3 , 


les coefficients etant des polynomes en .g 2 , £ ;J . En substituant 
dans le second membre de Fequation precedente, on obtient la 
relation 


B(«+n 


(in-'ir)(in-ir + i) B(#l) 

•i /i ( i a -T- i ) r 


in — i 
4(2/1 -H I) 




i ( i n ■ 


pjn-2) , 


Dans cette formule on peut donner a r Jes valeurs o, i , a, . .. , n -j- 1 , 
si Fon convient que les coefficients Bj. /2) , dans lesqnels Findice in- 
ferieur est negatif on est plus grand que l’indice superieur, doivent 
etre regardes comme mils. Elle permet d’obtenir an tan t de termes 
B^ } que Ton veut. B l 0 w) est egal a i, B ( t /2} a o, pour tout entier po- 
sitif n . 


415. Si l’on veut fractionner encore les calculs, on constatera, 
surles valeurs trouvees, que BJ." J peut etre mis sous la forme 


"V* B ( " 3 0-2; pZ.. A 

a 3 & a -s 3 * 

(a e ,a a ) 


oil les nombres entiers a 2 , a 3 , positifs ou mils, satisfonL a la 
condition 2a 2 + 3 a 3 = i\ et ou les coefficients purement nume- 
riques se determinent par la relation recurrente 




( i n — 4 — 6a 3 ) ( i n -+- 1 — f\ a 2 — 6 ) 

2 ( 2/i -j- 1) 


Bga 3 




— B(«-i ' . 


Bisr 


l(l7l-hl) P 


Dans cette relation, on donnera a a 2 , a 3 Loutes les valeurs entieres 
positives ou nulles qui verifient la condition 2 a 2 + 3a 3 |/i + i, 



DO 
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en regardant comme mils les coefficients pour lescjuels un indice 
inferieur est negatif ou pour lescjuels la somme des deux indices 
iiiferieurs, respectivement multiplies par 2 et par 3, est plus grande 

que Findice superieur. 

Cette relation de recurrence permet de calculer Fexpression 
generate d'autant de coefficients B(^« 3 que Fon vent; pour tout 
entier positif/z, B { 0 /2 0 est egal a 1 ; pour n plus grand que 2 , 3, 
4. 0. on a respectivement 


B 





W ) = n(5n-i) B(/?) = n(un-^i$) 

2-. 7 ’ 2,0 2^. 3.5~ ? 1,1 *.i v . 5.7. 1 1 


416. Aux expressions qui donnent les derivees p in )(u) an 
inoven de pa et de p'zz, il convient de joindre les expressions qui 
donnent, au in oven de pzz, pet , p'zz, p' a, les derivees p^(u — a), 
prises par rapport a a, de la function p(zz — et). 

La formule d’addition (VI1 3 ) peut s’ecrire 


p ( it — a ) — p a 


1 (pg~ P u) p"u (p'u H- p'a) p'u 

2 (pit -pa) 2 


ou encore, en permutant les lettres u et a et en designant par y 
la lonction p zz, par y^ sa derivee /i leme prise par rapport a zz, et 
par c, C' n} ce que deviennent y, y^ n) quand on jremplace zz par a, 


\(y- 

p< u — a) — c -h - — 


• C) C" - r- ( r'-r- C’)c' 

(y — c)* 


Le second membre de cette formule peut s’ecrire 


oil Ton a 


Air- 


Aj 01 
y — c 


A[o) 

Ty-cy 


B l 2 01 , 

(7 — C) 2 ^ ’ 


A j’° ■ = , 




B ( 2 0) = 


c* 


‘i 


On voit, par induction, qu’on doit avoir en general 


p n: (u — ci) = AJ / 2 


A ( / J) 


A^ } 


r-c (y—cy 

B ( .;o g(«) 




Jr — cy iy-cy ‘ ***' 


A {n K 

(y — c )'^ 2 

Bj& 1 , 

(r — c J • r ’ 
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et la demonstration meme foarnit les formules de recurrence 

^u-rD __ _ 2(27 -I- i) B;/4_ 2 — — c'mv — i) B;/ ?; — e'-(v — i) 

Bi" +1; = - (v — i) Ai/iJjj 

qui s’appliquent pour v = o, i, 2 , .... n — 3, si Fon regarde 
comme nulles les quantiles B dont Findice inferieur est plus petit 
que 2 on plus grand que Findice superieur augmenle de 2 . Ces 
formules permettent de calculer ies coefficients A 7 ^ et pour 
chacun des indices n. 


417. Les relations 

I 1 , V'-'L, 

- ( u — a ) -t — p u) ( — ft — a) — — — , 

2 J 2 r— -c — opa- 

que Ton decluit des precedentes et de celles qui en resultent par 
le cliangement de u en — a , donnent Jmmediatement, par inte- 
gration, les formules du Tableau (CXIL), qui permellent de cal- 
culer facilement, pour un entier positif quelconque n, les valeurs 
de Fin teff rale 

, 3 _ r d " 

n ~j (pu—c) !l 

Les calculs sont effectues pour les premieres valeurs de n. 


418. Quand a est egal a to a , les relations precedentes se sim- 
plifient paree que c r est nul; on a alors 


P(« — = ^ a -f- 


A 1 , 01 


,P = ■ 


O' — 


P 


x _ wo-, . ' 2 Al i 0) ^ , ( H A( i 0) ]' 2 

(“ - = 2A i ^ 07=0 rr - ; • * * 


y — e z {V— 6 y.)~ 


en supposant A ( , 0! egal a oej — V = ( e a — <?g) (e a — e T j. 

Dans le Tableau (CXII), le calcul des valeurs de Fintegrale 
du 


f 


(P« — «a)' 


- est effectue pour les premieres valeurs de « . 
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IV. — Developpements en series entieres des fonctions f, sn,cn,dn. 
— Expressions lineaires des derivees des fonctions ^,sn, cn, dn an 
moyen des puissances de ces fonctions. — Expressions lineaires 
des puissances des fonctions £, sn, cn, dn an moyen des derivees 
de ces fonctions. 


419. Connaissant le developpement de p u suivant les puissances 
ascendanles de u, il n’v a aucune difficulty a calculer autanl de 
tenues que Fon vent dans le developpement des fonctions 
Zztiii* qui sont des fonctions algebriques simples de pu; on 

n'a qn'a appliquer les propositions etahlies dans Flntroduction. 
Nous nous contenterons de donner cjuelques explications a propos 
de la fonction 


SO U = V e l — e 3?03 




Vei — e 3 


/P 


V^l — <?3 


; S’ 2 > S' 3 — e 8 


D'apresla relation d’homogeneite (VIII 3 ), on a 

it 


P i 


\V e i— e-i 
en posant, pour abreger, 


; S-2, g*) =(ci — e 3 )p(u; ^i), 


(ei-e 3 ) 2 


( ei —e 3 )*’ 


en se reportant aux formules (XXXVI 8j4 ), (XXXVII <j2 ), on a 
d'ailleurs les relations 


v (4 V — 4 2 -f- 1), 


= £(' + **) (a a**); 


[e,-e 3 j- (ej— e 3 p 27 

la relation enlre les fonctions sn et jo peut done s’ecrire 


V P(K; s’*) ~ [/] p(«; 

En utilisant le developpement de pu et en tenant compte des 



puis 

sn a = u 

on n’a plus, pour trouver le developpement cherclie, qu ? a appli- 
cjuer la formule du bin o me : on trouver a dans le Tableau (XCY.1) 
les premiers terines de ce developpement. 

Les poljnomes en k ' 1 qui figurent dans le developpement de sn u 
comme coefficients des puissances de u sont reciproques; cette 
circonstance resulle de ce qu'il en est manifestement ainsi dans 
le developpement de 

/ , t \ i -r- h- 

p(^; & 2 ’ s®)-* — — 

a cause des valeurs de et de La consideration de ce deve- 
loppement permet aussi de reconnaitre aisement le degre de ces 
poljnomes : le coefficient de u* n+l est de degre n en k 

420. II va sans dire que Ton obtient de la menie facon les de- 
veloppements de cnu et de dn u\ on en trouvera les premiers 
termes dans le Tableau (XCVI). On peut aussi les deduire du 
developpement de s nu par les formules 

.1 i 

cn u = [1 — sn 2 u] 2 , dn u = [1 — k- sn 2 u ] 2 ; 

enfin, on remarquera qu’il suffit d’avoir le developpement de Tune 
des fonctions cn«, dn^ pour avoir aisement le developpement de 
1’autre, comme il resulle des formules de transformation relatives 
au cas 3° des Tableaux (LXXX 5j6 ), oil l’on peut supposer que le 
nombre c est un multiple de 4 et qui donnent alors 

l = j 9 cn ^ u , i ) == dn (^~ , Arj , dn i j = cn kj. 

Les m ernes Tableaux donnent la relation 


A 2 - 




sn Of, ^ =/c sn (j_, k'j. 
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q o i . joinle a ce qtie le coefficient de z/ 2/2+l est irn polynome en A 2 
de deg re /?, met aussi en evidence la reciprocity de ce polynome. 

421. JD’autres methodes que noas allons indiquer sommaire- 
ment permettent de relrouver ces resultats et quelques autres. 

Les equations differentielles qne verifient les fonctions £, sn 7 
cn. dn son t toutes de la forme 

[%)' =a ^^ b y i+e ' 

oil a. b, c sont, suivant les cas, des fonctions connues de e 2 , 

on de les consequences qu’on pent tirer de ces equations sont 
toutes pareilles a celles que Ton a decluites de 1 ’equation d i He- 
re n tie lie que verifie pw, et les details que nous avons donnes a 
ce sujet nous permettent d’etre maintenant plus brefs. 

Les derivees d’ordre pair 211 de loute fonction y, qui verifie 
une equation differentielle de la forme 

(dy\- , 

[die) = «.r+*r*+c 

sont des polynomes en y, de degre 2 n+i, ne contenant que les 
puissances impaires de y. On a, en efTet, en posant 

d- n y 

“ 7l ’ 

et en admettant que 0 /2 soit un polynome en y salisfaisant aux 
condition^ enoncees, dont les derivees par rapport a y sont Q' 
et U,. la relation 


— Q n ( ctj'+ -f- by- -f- c ) — ~ Q' fl ( 2 ay 3 -f- by ). 

Si Ton pose 


0, = a;/ 2 - v ~ A? 2 


? A ' 3 H- • • . H- A\?)y*r 




on tr ouve 


A--: = a r , • a/— r) a + (- 2 r+,)*6 A}»>+ ( a r + a ) ( a ,- + 3 ) c A ,», t . 

Cette egalite permet de calculer les quantiles A‘"’ puisque I’on 
connait A, 1 ’ = A “> = 6; r doit y prendre les valeurs 0 , ,, 
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2, . . . , a -f- 1 ; lorsque dans le second membre un indice inferieur 
est negatif on plus grand que Pindice superieur, la quantile 
correspondante est nulle. 

On trouvera dans le Tableau (XCYIII) les resultats ainsi obte- 
nus pour les premieres valeurs de ?\ 

422 . Si Ton vent fractionner les calculs davantage, on obser- 
vers, sur les premieres valeurs ealculees, que AJ. ,,} est un polynome 
entier en «, b , c homogene, a coefficients enliers et positifs, de 
degre n si Pon regarde a, b, c com me da premier degre, de degre 
n — r si Pon regarde a, b, c comine etant respectivement des de- 
gres o, 1,2; on pent done poser, si cette loi est generate, 

(a) A'i" } = ^ A j/y a b n ~ r ~ 2 T c Y , 

m 

les AJ'y etant des coefficients purement numeriques ; r peut prendre 
les valeurs o, 1 , 2, . . . , n; r etant choisi, v doit prendre les va- 

leurs 0, i, 2, ... jusqua — — 011 > smvant que 11 — r 

est pair ou impair. La generality de la loi se demontre par induc- 
tion et Pon parvient en meme temps a la formule 

A <*+ 1 > = 2 r ( 2 r — 1 ) A{^ Y “f* (2 /' -f" 1 )" A$ ■+■ ( 2 r - 4 - 2 ) ( 2 /• -f- 3 ) Aftb^ ; 

r ajant ete choisi parmi les nombres 0, 1, 2, .... n -+-1, 
Y doit prendre les valeurs depuis o jusqu’a - — 1 ou — — , 

suivant que n — rest pair ou impair; d’ailleurs, dans le second 
membre, ceux des coefficients ou le premier indice inferieur est 
plus grand que /i, ceux ou le second indice inferieur est plus grand 

que n - sont nuls, ainsi que ceux dont un indice inferieur est 

negatif. Tons les nombres A'Y, sont en tiers et positifs. 

Observons que la relation que nous venons d’etablir donne, en 
particuiieiu 

= (‘ in ■+■ f) (2/1 -+- 2) A^, A f 0 "J 1J = A^, 
d’oii Pon deduit sans peine 

A^i = (2/1)! A'i-J, = 1. 

T. et M. — III. 5 
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Les calculs se font assez rapidement, et l’on observe avec un 
pen d' attention que Ton ai' 1 ) 


Kin) . 

“MjU ‘ 


, ‘2 — 3.3 2 "-r- 5 2/i 

1 • J A(«) — * 

— — ^ 9 *^2,0“ o4- 


A — ■ 


-5 — q.3 2a ’ — 5.5' 2,l -r-j' 2n K(n)m 

- 3 -^-4,0' 

2° 


— a8.3^+2Q.5 2n -7.7-" + 9- ,t 


423. Silafonction y est impaired s’annulepour u = o, comme 
l.jziu) ou sa(u), on a, dans le voisinage de u — o, 


v = — « -t- 

y ) 




id - 


y o 

5 1 


en designant par y” 0 , y'y, ... les valeurs pour u = o des de- 
rivees d'ordre impair; on a d’ailleurs 

d l “+'y _ dQy _ dy 
did ll ~ i-1 dll ^ 


et il est clair que, pour u = o, Q' n se reduit a A 1 "’ et ^ a y/c ; on 
pent done ecrire 

, . , , id 


Y - V C 


_t_ \!2) 


i .2.3 . 4 -5 


. A .») 

A ° (i»+i 




par example , pour y — £ 0 a(^) , on a a = (e a — <?p) (e a — <? r ), 
i = 3e a , c = i ; pour jy = sn u, on a a = A 2 ? b = — ( i -+- A’ 2 ), 
£= i ; on aura done le developpement de t; 00 i(u) et celui de sn«. 
Pour cette derniere fonction, les quantiles A ( " J sont des poly- 


{ 1 ) Dans sa These ( Annales de VEcole Normaie superieure, 2 ° serie, t. VI, 
p. a65;. M. D. Andre a montre que.quand on se donne arbitrairement r el y, les 
quantiles A>A; sont des fonctions de n defmies par la relation 

t = 7*+y 

A$= A + 

t — 0 

MU (?,(*), ..., ® r (/z) sont des polynomes en n, de degre y, a coefficients 

rationnels, qu’il reste a calculer, tandis que pour chacun des indices £ > r, ( a ) 
est un polynome en n de degre y — t r. 

Ce results! est deduit de recherches fort interessantes qui ont perm is a M. D. 
Andre d J etablir Fequaiion generatrice ires simple de la s£rie recurrente dont k\ T . l l 
est le terme general. 
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nomes en/1 2 , de deg re n en A 2 , comme il resultc evidemment de 
la formule (a), qui s’ecrit alors 



( r> 


il est manifeste, sur c.ette formule, que ces poljnomes sont reci- 
proques. 

424. Si y est une fonction paire et prenant pour u = o la va- 
leur 1, comme £p Y u , c nu, d n«, on a, dans le voisinage de 11 = 0, 

_ , , 0-2 

1 1 . a ‘ 1.2. 3.4 (an;! * ’ ‘ 5 

en designant par Q*,Q 2 , . • ce que deviennent, pour 

y = 1 , les fonctions Qi , Qo, O w , on a, en general, 

Q« = A ( 0 /z ) -T- A ( / J) - 4 - ... - 7 - A c " : ' ; 

si Ton se place, par exemple, dans le cas de cnu, on trouve 

= ^ (— l)>’+Y A}.^A-2Cr47)( 2 ^S_ ! ( J — fry.-' 

( Y> 

Dans ce cas, les polynomes A^ /?) sont, en A' 2 , de degre maximum 
egal a /2 ; il en est de meme de Q /2 ; dans ce dernier polynome, le 
terme independantde A 2 est 1 ; dans la somme A f " 1 -f- A ( , /2 ! -f - . . . A 1 // } , 

il n’j a, en effet, que F element A f 0 " 1 qui contienne irn terme inde- 
pendant de A 2 , terme qui n’est autre chose que A c " } 0 . Dans ce 
meme polynome Q*, le terme en A 2/z fait defaut, cela tient ace 
que Ton a ici a 4- b -f- c — 0, 2 ct b = — 1 ; en sorte que F ex- 
pression generale Q" (ay h 4~ by- H- c) Q' n (2 ciy z 4- by) de Q« +f , 
quand on y remplacey par 1, se l'eduit a — Q^, en designant par 
Q’ fl ce que devient la derivee de Q« prise par rapport ay apres 
qu’on y a fait y= 1 ; comme Q« ne peut contenir A 2 qu’au degre n , 
il est clair qu’il en sera de meme de Q n+i ; par suite, Q« est un 
polynome du degre 11 — 1 par rapport a A 2 . 

425. En resol vant par rapport aux puissances dey les expressions 
des derivees d’ordre pair de la fonction y, on voit que les puis- 
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sances impaires de y s’expriment lineairement en fonclion de y et 
de ses derivees d ? ordre pair 272+1 contiendra les derivees jusqu’a 
Fordre in ; mais il est plus commode de calculer directement les 
expressions de ces puissances, qui sont utiles dans Je calcul inte- 
gral; du meme coup, on montrera cjue les puissances d’ordre pair 
s’expriment lineairement au moyen de y 2 et de ses derivees. . 

On a, en effet, 


it n — r) ay n +- 


d 2 (r”) 
cla ' 1 


— a- by 11 — n( n — i ) cy n - - , 


et il est manifeste que si Ton a exprime y n ety n ~ 2 en fonclion 11- 
neaire dev et de ses derivees dans Je cas ou n est impair, en fo no- 
tion lineaire de v 2 el de ses derivees dans le cas ou n est pair, on 
obtiendra par celte formule ime pareille expression pour y ,l+ ~. 


420. Si Ton vent fractionner les calculs, on procedera comme 
il suit. 

Pour le cas des puissances impaires, remplacons dans Pegalite 
precedence n par in — i, et posons 


; a n y*n—\ = j>oo 

J 0 da ltl 


B<* 


d*n-lry 

du 1 ' 1 -- 1 ' ' 


b <«'y\ 


on trouvera ai semen t la relation 


By = By - * (2 ii i y b 15 — {in — i)- (m — 3 ) ( 2 7Z — i) etc BJ/ix 2 ) , 

qui\ joinle aux relations B' 0) =i, B ( 0 o = i, B' n = — 6, permet 
de calculer facilement les quantites B'." 1 . L’indice r doit prendre 
les vaieurs o. i , 2 , . . . , n ; dans le second membre celles des 
quantises B r " pour lesquelles 1’ indice inferieur est negatif, ou 
plus grand que l'indice superieur, doiventetre regardees comme 
nuiles. Il est elair que B'" 1 est toujours egal a 1 ; les quantites Bj."' 
sont des polvnomes entiers en b et en etc a coefficients entiers. 
On trouvera dans le Tableau (CXIII) les expressions de ces poly- 
nomes, pour les premieres vaieurs de n. 


4^7. Si 1 on veut fractionner le calcul davantage, on observera, 
sur les premieres vaieurs de ces polvnomes, qu’ils sont homogenes 
et du degre /• en b et en ac , quand on regarde b comme du pro- 
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mier degre et ac comme do second. On est ainsi conduit a poser 
B'«*- =^B ! r y : b^y (acy:, 


les coefficients B;'i! etant purement numeriques. 

L’indice r etant choisi parmi les nombres o, i , 2 n, Tindice^ 

doit prendre les valenrs o, 1,2,...,- 011 * — , selon que r est 
pair 011 impair. La generality de cette supposition apparait immc- 
diatement et bon trouve du meme coup la relation 


= B{» t 1 } — ( *2 n — 1)2 B^> — ( 2 n — 2 ) 2 ( 2 n — 3 ) ( 2 n — t ) . 


Pour ce qui concerne sn«, on reconnait immediatement que les 
poljnomes BJP, regardes comme des fonctions de A'-\ sont reci- 
proques. 


428. On obser vera que, si dans Tequation 



<*y w H- by* 4- c, 


on remplace y par 


elle prend la forme 



on en deduira, puisque les poljnomes B-. /2) ne changent pas quand 
on echange les lettres a et c, 


( *2 U ) ! C /J,-(2.7-f-l) 




d* n y ~ 1 
du * 11 


-f- By 


du* ,l ~- 


. . -7- Byv-K 


La meme metliode s’applique aux puissances paires de y; leurs 
expressions s’obtiendront en partant de la relation du n° 42o ou 
1’on remplace 11 par 2 n. 

On Lrouvera dans les Tableaux (CXIII) et (CXIV) les expres- 
sions des integrales 


/ 


J-2/z+l din 



deduites des relations precedentes et permettant de calculer suc- 
cessivement ces integrales pour les premieres valeurs de n. 



V. — Application de la transformation de Landen an developpement 
en serie entiere de la f ©notion cn. 


429. On peut, comme Pa montre M. Hermite (*), obtenir, par 
une vote tout autre que celle que nous avons suivie, les coefficients 
des puissances de u 2 dans Je developpement de la fonclion cn u. 
On sail deja, par ce qui precede, que dans ce developpement le 

coefficient cnd 2 *'(o) de — ordonne suivant les puissances crois- 
santes de k 2 . est de la forme 

cn'^(o) = A %l x /c 2 "- a], 

ou Af . A3A . . . , sont des quantites purement numeriques, 
qirii s’agit de calculer. 

La for mule de transformation de Landen (LXXXIL ) 


CQ 



i — (i + k') sn 2 


-/■' 


dn 


u 

TT7? 


va nous permettre d’effectuer ce calcul pour chaque indicc />. 
Cette formule est une identite par rapport a u et par rapport a t. 

Si Ton change t en en donnant a a, b , c, cl des valeurs 

rentrant dans le cas 3° du Tableau (XX C ) et pour lesquelles k se 


i i k’ 

change en j et k en rfc (LXXX 5 ), elle devient 




(«&%)- 


ku 


* d "(ra tp’I) 



— ? 


ou les bignes superieurs se correspondent. Le second membre se 
transforme par les formules du Tableau (LXXX 6 ), ecrites dans 


(^^oit Comptes reaches de VAcademie des Sciences, t. LVII, p. 6i3 et p. 993. 
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ce merae cas 3° pour c — o. en 


, k 


cn k ) 

On a ainsi 

(i • 7 0/ • • / /\ * q= i/rH A' ~ — k sn 2 (' a. k) 

( A q= ik ) cn (/c=t£ jJ/, 7—^77 = — 7- 

j_ A ~iik ] cn( u.kj 

on deduit de ces deux relations, par addition, en posant anssi 


k dz ik' — e-i'a, 


I’idenlite en u et 


cn (e icc Ui e—-iz ) e iri cn (e~ i:L u, e 2if:t ) = -icosacnfzf, cos a). 

II suffit de developper chacune des fonctions 

* cn (e- irj -u, €~ 2/a ), cn(«, cos a) 

par la form ul e de Maclaurin et d’eg-aler les coefficients des menses 
puissances de u dans les deux membres, pour obtenir enlre les 
nombres A^ } et a la relation 

cos [(2 /i — [)a] -+- A J^h cos [(2/2. — 3) a] — A ( / l) cos [ ( 2 n — 5) a] 

h- A 4/^2 cos [(2 72, — 7) a] ~ . . . = cos a -1- cos 3 a 
-f- AV^cos 3 a -f- A [fi t cos 2,l_ 1 a ; 

les deux derniers termes du premier membre sont 

Aj^ 1 cos 3 a -h Aj/L^ cos a, quand /i est impair; 

A'*i 2 cos 3 a -h cos a, quand n est pair. 


On transforme aisement le second membre en une fonction li- 
neaire des cosinus des multiples impairs de a. En egalant ensuite 
les coefficients des cosinus des raemes multiples de a, on obtient les 
relations cherchees 5 on a d’abord A^, = i , puis successivement, 
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en designant par ( ^ ) le coefficient binomial 


11 ( 11 ~~ 


A • = 

/in — j \ 

■, J 

1 “ 

(m — 

■ 3) 

2 2 "- 6 

y 




, ‘ ■> n -- i \ 

\ in) 

, . A /f-2 

fin - 

- 3 N 

\ , A<?2 

3 (‘>1 

7 5 ) - 

, A'fJ, 


\ 3 j 

' .>2/1—4 

{ > 

/ 

/ 2 2/i ~ 

6 V " 


■) 2/1 — 8 

__ j 

( m ~~ 1 \ 

A in) 

A tl- 2 

/ in — 

b 

. .-1- 

A T 

T.6 
H~ 

A< 2 "> 5 A,"* 


n—ij 

‘ 2- n ~* 

\ n — 

■ 3 / 


9/» 

1 . 1 

■>.'* i ■>.- 


[ in — i \ 

A in) 

fi ~ % 

fin — 

3 \ 


\l«) 

5.4 ^ 

A V" 3 

A./ - ! 

n — i / 

2 2/ ^ 

»- 

J 

-r- 

2 4 

I .2 

7-'- 


ou l*on doit remplacer A' 0 ” } par i et oil, pour n impair, on doit 
remplacer Findice ;jl par 11 ^ Findice v par — - — ? Landis que, 
pour n pair, on doit remplacer Findice p. par — - — et Findice v 
par De simples resolutions d’equations du premier'degre don- 

nentainsi directement, pour chaque indice /i, les valeurs cles con- 
slantes A [ "\ A ! f : . . . , A^, et il importe de remarquer, pour les 
calculs numeriques, que Fon a un procede de verification de ces 
calc ills puisque Fon a n equations et n — i inconnues seulement. 

Comme on Fa fait observer au n° 420, le develop pemen l de la 
fonction dn ( u ) se deduit immediatement de celui de la fonction 
cn(w). La relation 

sn'( u) — cn (u) dn (a) 


permet ensuite d’obtenir aisement le developpement de la derivee 
de la fonction sn(w), et, par suite, celui d.e la fonction sn(z^) elle- 
meme. 

La methode de M. Hermite ne fournit pas seulement un nou- 
veau procede pour dresser assez facilement le Tableau (XCVI); 
elle permet d’obtenir aussi la loi de formation des coefficients des 
polvnomes cn f2/2 ^ (o) ordonnes suivant les puissances de /i 2 . 



APPLICATIONS D£ LA FOMIULE PE DECOMPOSITION. 


73 


VI. — Application aux fonctions do Jacobi de la method© 
de decomposition en elements simples. 


430. Quand on veut appliquer direetement aux fonctions de 
Jacobi la metliode de decomposition en elements simples, ce qui 
per met de relrouver les relations essentielles enlre ces fonctions, 
il convient d’introduire, comme element simple pour celles de ces 
fonctions qui sont doublement periodiques de premiere espece 
dans le parallelogramme des periodes o, 2 K, 2 (K-W*K / ), zi K', 
la fonction impaire Z (u) definie an n° 316 ; elle admet. comme 
pole unique et simple dans le parallelogramme, le point z‘K/; son 
residu relatif a ce pole est 1 ; elle s’annule pour u = o et 11 = K et 
joiiit des proprietes mises en evidence paries formules (LXXIX 2 _ 3 ) 
qui montrent clairement comment elle peut jouer un role ana- 
logue a la fonction 'Cu, en sorte que toute fonction doublement 
periodique de premiere espece dans le parallelogramme considere 
est, a une constante additive pres, une fonction lineaire de quan- 
tites telles que Z (u — a), Z (u — b ) et de leurs derivees ; les con- 
stantes < 2 , b, . . . n’etant autres que les affixes des poles de la fonc- 
tion consicleree, diminuees de z‘K/. 


T, , . , . , r . H'(zz) H ( u) 0i (Vi 

II est a peine besom de dire que les ionctions - 77 -— , g ---? 

r 1 H(«; H^zzj OiUzj 

peuvent jouer le roleque nousvenonsd’attribuer a la fonction Z(zz). 


431. Quand on se sert comme element simple de la fonction 
Z(zQ, il est souvent commode, surtout pour la determination de 
la constante additive, d’avoir les premiers termes du developpe- 
ment de cette fonction en serie entiere. On les obtient aisement 
au mo yen des formules (CII 4 ) en utilisant le developpement de 
snu. On trouve ainsi 

IL //3 if,** 

(CII 7 ) z (U) = Z'(o) 7 - 2/^ ^ 1) 3 ~y * * ’ ‘ 

432. De meme que Ton substitue auxquantites , to 3 les quan- 
tiles K et K' introduces par Legendre, on remplace, dans lememe 
sjsteme de notations, les quantiles vp , t 13 par Les quantiles E, E 
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que detinissent les egalites 


:cil) 


! (,) 

i (*) 


i -f- /c~ 

3 

3 - 4 - ft ' 2 


'Oi 

K \fei — c z 


E 

K’ 


y i 3 

iK! \/e { — e z 



On remarquera t'n° 406) que le premier membre de Pegalite (i) 

est egal a Z7o). 

L'introduction de ces notations permet d’ecrire la relation (CII 6 ) 
sous la forme 

E 

dn 2 zt — — : Z'( u). 


On en deduit immediatement, en se rappelant que Z(o) et Z(K) 
sont nuls, la formule 


(Gils) 


f 


dn 2 ( /c) da = E, 


ou Fintegrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point K. 

Si main tenant on fail la transformation 


— w 3j 

qui, ainsi qu'il resulte des formules (LXXX 3 _ 5 ) ? donne 

1 = Ic * 1 — L = K \ L' = K, y/iix — e 3 = — i s/7 x — c' : , 

et 

Hi=;(Qi) = ?(**>,) = t jB> 
noire derniere formule deviendra 


i GII d i 



n 2 (zz, fc f )du = E', 


ou 1 integrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point K 7 . 

Observons que la relation t h co 3 — via co^ peut s’ecrire 


r il Th 7T 

K s/ ei — e z iK! \Jei — e z ~ 2 KK 0 
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si done on introduit E, E' an mojen des relations (CII,, 2 ), elle 
prend la forme 

(Cir 3 ) EK'-f- E'K — KK' = - j 

2 

qui est celle sous laqaelle elle s’est d’abord presentee a Legendre. 

Relativement an meme parailelogramme o, aK, a(K-{- zK/), 
2 z*K' et pour les fonctions de seconde espece, M. Hermite a em- 
ploye com me element simple, dans une suite d'importantes re- 
cherches, la fonction de u 

H7o) II (zz -f- h) 

: 1 i pan 

qui ne differe pas au fond de ia fonction comme nous Pa— 

vons montre an n° 371. Elle admet pour pole unique et simple le 
point o ; le residu relatif a ce pole est i. 



CHAPITRE III. 

SUITE DES THEOREMES GENERAUX. 


433. Considerons une fonction doublement periodique (*) du 
second ordre F(^) aux periodes 2 to,, 2 u) 3 et supposons d’abord 
que ses deux pules ci : b soient distincts; a, b seront aassi les 
pules de la fonction doublement periodique du second ordre 
F ' u ) — F(w 0 ); comme u 0 est un zero de cette fonction, son se- 
cond zero sera a ~b — u Q et Ton aura F (a-h b — u 0 ) — F (u 0 ) — o ; 
comme ?/ 0 est quelconque, la fonction F(u) prend clone les 
memes valeurs pour deux valeurs de u dont la somme est 

a — b. On pent dire encore que la fonction F " + u ^j est 
pa ire ; les poles de cette derniere fonction sont ziz — ; ils sont 
distincts des points o, to*, co 2 , to 3 . La derivee F' -f- u^j de 

cette menie fonction est impaire et n’admet pas de poles distincts 
des poles de la fonction F u ^j • etant impaire et etant finie 

pour k = o, elle est nulle pour cette valeur; elle est nulle aussi 
pour u = : en effet, les deux quantites finies F' _|_ Wflt j ? 

F' ( — oj a ) doivent etre egales el de signes contraires puisque 

la lonction F r ( — f- uj est impaire, et egales puisejue 2 to a est 

une peri ode de la fonction F f (u). Ainsi les quatre zeros, evidem- 
ment simples, de la fonction du quatrieme ordre F '(u), sont 

a ~-b a -f- b a -+• b a ~h b 

2 ? 2 W 2 , — h ti) 3 . 


F) Dans tout c e Ciiapitre il ne sera question que de fonctions doublement 
periodiques ordinaires. 
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La fonction doublement periodique 

« *(«)= [f ( «)-f(^)] ^F i «; - F - CO, , 

X JV(« ) — F -4-to*)J |^F ( u ) - F (^—1 - to,) 

est du liuitieme ordre; ses zeros sont en evidence; chacun est 
double, puiscjue la derivee de chaque facteur s’annule pour le zero 
correspondant; elle admet les m ernes zeros, an meme deg re de 
multiplicity que la fonction F r ' 2 (u); elle admet aussi les roemes 
poles, au meme degre de multi plicite ; le rapport des deux fonc- 
tions <£(«), F /2 («) est done une fonction doublement periodique 
qui n’admet pas de poles : e’est une constante ; par consequent : 

Toute fonction doublement periodique y de la variable u, 
du second ordre, ct poles distincts, verifie une equation diffe- 
rent ielle de la forme 

(£)'"= M (y - A) ( y - B) (y - C ) ( y - D ), 

ok M, A, B, G, D sont des constantes. 

Soit maintenant y = f(u) une fonction doublement periodique 
du second ordre admettantle pole double a. On reconnait, comrne 
precedemment, que la fonction f(a + u) est paire etque son pole 
est distinct des points to,, co 2 , oj 3 ; puis, que la fonction du troi- 
sienie ordre f’(u) n’admet pas d’autres zeros que les points a-f- co l5 
a- 4- 0 ) 2 , — t- to 3 ; par consequent : 

Toute fonction doublement periodique y de la variable m 
du second ordre, a pole double, verifie une equation diffe- 
rent ielle de la forme 

iffii) — a )(a — B )(r " c )' 

OU M, A, B, C sont des constantes. 

Telle est, par exemple, la fonction j3 . II resuite de la que les 
derivees d’ordre pair d’une fonction doublement periodique du 
second ordre y sont des fonctions ralionnelles entieres de jr, et 
que les derivees d’ordre impair sont egales au produit de y 1 par 
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une function rationnelle entiere de y. Nous all on s generalise!’ ce 

theorem e. 

i3 i. Soil z,(u) une fonction doublement periodique du second 
ordre, dont les periodes soient 20 ) 4 , 2 to 3 et dont les poles soient 
a* h . Toute fonction doublement periodique <3>(w), admettant les 
memes periodes que 3 ( w), et telle que 1’on ait <1> (a + & — :«) = (^), 

s'exprime rationnellement au mojen de cp(a). Le cas oil la fonc- 
tion sfw) admettrait un pole double a — b n’est pas exclu. 

Le theoreme sera demontre si Ton prouve que la fonction 

oil A et B designent des constantes, s’exprime ration- 
nellement au moyen de o(u); or on peut toujours determiner les 
constantes A et B de maniere que la fonction ~ , qui jouit 

des memes proprietes que la fonction &(u) et dont les poles et les 
zeros sont respectivement les solutions des equations <E>(&) — B = o, 
®(u) — A = o , n'ait aucun pole 011 aucun zero qui coincide soit 

avec cu soit avec 6, soit avec nous pouvons done faire im- 

mediatement cette hypo these sur la fonction <3 >(w). 

Des lors, si a est un zero ou un polede cette fonction, ct-\-b — a 
sera un zero ou un pole, distinct de a, du meme ordre de multi- 
plicity; la fonction ${u) aura un nombre pair de zeros et de poles ; 
elle sera d’ordre pair 2 n, et Ton pourra representer 11 de ses poles 
parz ? . a /2 , les autres poles etant a-\- b — a, , ct-\-b — 

a — b — y. fl ; de meme, on representera n de ses zeros par (3* , j3 2 , . . . , 
les autres etant a -4- b — |3, , a + b — [3,, . . a+ b — $ u . Si 
maintenant Bon considere la fonction doublement periodique 

T: U ; = «>-?(3l )][?(«)— — Of P/| )1 

[cpi u ) — y.i)\ [cuLj — cp ) j . . .[cp( it ) — cp (a 7i j j 9 

on recommit qu elle admet les memes zeros et les memes poles 
que la fonction ®(u) au meme degre de multiplicity; elle Ini est 
done identique a un facteur constant pres, et la proposition est 
demon tree. 

No tons, eo passant, cette facon tres reni arguable de representer 
une fonclion doublement periodique telle que 4>(j<), de maniere 
a mettre en evidence ses pdles et ses zeros. Le'cas ou $( M ) et 
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'f(w) sont des fonctions paires est particulierement digne d r at- 
tention. 

Les formules (LXXXVII 4 _ 0 ), (LXXXIX,_ C ), (CX,_ c ), ainsi 
que les formules analogues que Pon pent etablir pour les fonc- 
tions £, et dont Pune a ete obtenue au n° 337, peuvent etre regar- 
dees comme des exemples. 


435. Soit 'f(u) une fonction doublement periodique du second 
ordre. Toute fonction doublement periodique <1 >'(«), ayantles 
memes periodes que z> (u), d exprime rationnellement au moyen 
deo(u) et de sa derivee f(u). Soient, en effet, a. b les deux 
poles de <p(&), les deux fonctions doublement periodiques 

J(u) = Q(u) + &(a-hb — ii), fi(u)= jr— 

r v . u ) 

jouissent evidemment des proprietes qu’expriment les equations 

f(u) =/0 -+b — u\ fill) = fi ( ct -r- b — «); 

ce sont done des fonctions rationnelles de 'f(u): on a d’ailleurs 

$>(“) = ?'(«)* 

et la proposition est demontree. 

En particuJier, si Ton prend pour <p(w) une fonction paire, on 
voit que toute fonction doublement periodique paire $(*/), ayant 
memes periodes que ©( u ), s’exprime rationnellement au moyen 
de 'f(u) seulement. 


436. D’apres la derniere des propositions que nous venons d ? e- 
tablir, toute fonction doublement periodique aux periodes 2 ojg , 
2 est une fonction rationnelle de pu, p f u. 

11 importe d’observer que cette derniere consequence resulte 
tres sirnplement de la formule de decomposition en elements 
simples. Soit, en effet, f(u) la fonction doublement periodique 
consideree, dont nous designerons pour un moment les poles dis- 
tincts par at, Pordre du pole a- L etant a £ . Si, dans la formule 

i=.v 

/(It) = C ?(« - _ «,.) Aj£L, ?*-*-<« - a t )l, 

1 = 0 
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So 

. , r r p'u — ( p r so- 
on re 01 place Z(u — ai) el ses denvees par (, u — ±a£-h - — yy- - - > 

ot les derivees de celte quantite, qni sont des fonctions ration- 
ales de pu el de p ! u, puisque toutes les derivees de pu sont des 
fonctions entieres de pu et de p r u, on voit de suite que /( u) 
s' exprime aussi rationneiiement an moyen des memes quantiles; 
en eilet, apres la substitution, le coefficient de £ u est SA^, qui 
est mil. La proposition annoncee est etablie. 

II resuite tie ce raisonnement et des expressions des derivees de 
p u an mo ven des puissances de pu que, si la fonction double- 
men t periodique n'admet dans le parallelogramme des periodes 
que le pule zero, lequel est necessairement multiple, elle est une 
fonction entiere de pu etde p f u. On reconnaitra sans peine que si 
ce pule unique est d’ordre n,ainsi que la fonction doublement pe- 
riodique f{ it), eelle-ci se metlra sous la forme A-f- BpA/, A etanl 

im polynome en pu dont le degre sei'a egal a ? quand n est pair, 

plus petit que ~ quand n est impair, et B un polynome en pu 

dont le degre sera egal a - - - quand n est impair, plus petit que 

■ 1 quand n est pair. 


437. Dans le cas general, en procedant eomme on l’a explicjue, 
f\u) se met sous la forme 

A ~ Bp'ii 

_ , 


A. B, D et ant des polynomes en pu . On parvient a cette meme 
forme par un procede un peu different qui va nous fournir sur les 
polynomes A, B, D qnelques renseignements utiles. 

Nous nous bornerons, pour simplifier, au cas oula fonction f(u) 
n'a point de pole ou de zero qui soit nul; s’il en est autrement, 
le lecteur verra sans peine les petites modifications qu’il convient 
J’apporter a ['analyse suivante. 

En supposant que la fonction f(u) soit d’ordre n, on pent la 
me tire sous la forme (n° 391) 


f, u } = c Oil Z 

‘ J - (« — «i) "(« — a 2 )...f(u — a n ) ’ 


n n 



A'-l A--1 
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Si 


ou C designe ime constante. On ne suppose pas que les nombres 
a a n soient distincts, non plus que les nombres b , , 
b 2 , . b n ; mais les premiers nombres sont necessairement 
lous differents des seconds. On a alors, en tenant compte de Fe- 
galite (VII,), 


} c f(u) 


F (u) 
“ 77 "'? 


en posant 

F(m) = (• 


D = (pu — pai) (p u — pa*'). . .(pu—pa n ), 

(it — ). . . -i ( u — b n ) u —■ a i ). . .-?( u -4- ci„) 


i) n 


1 u f-cti . . . 3-a n 


F (it) est une fonction doublement periodique d’ordre 2 /?, n'ad- 
mettant dans le parallelogramme des periodes que le pole o; cette 
fonction F(zj) est done de la forme A-j-Bp'w, oil A et B sont 
des polynomes en p«, dont le premier est de degre n et le second 
au plus de degre n — 2 . 


438. Observons que le produit F(«)F( — «), toujours a cause 
de Pegalite (VII^, est egal a 



P «i ) • • • (r — ? a n ) ( y — P bi ) . . . (y — pb n ) , 


oil y remplace pu) on aura done 

B* 2 (4 y z —giy 

) D (r — (y~P bn ) * . •( y — j> b n ). 

i • • • -' a n / 


A* - B 2p ; 2 M = A- — B-( 4 jk 3 — ^ J" — gz) 
ci\ . 


Ii resulte de la que le polynome A 2 — B 2 (4y ?J — g*y — gw) est 
divisible par D et que le quotient, qui n’est autre chose, a un 
facteur constant pres, que (r — pbi) (y — pbg)... (r ~ p b n ), est 
premier a D. 

Les fonctions y = pu et ^ = /( u) — — ■ ~- u > a cause de la 


relation p r - u = 4jK 3 — gw} r — gii sont liees par la relation 
(D ~ - A) 2 - B 2 (4,r 3 - fry — &) 

Oil 


Dz - — 2 A-s -f- 


A2— B 2 (4.r*- 


gz ) 


D 


T. et M. - III. 


6 
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D* a pres ce que Ton vientde dire, cette relation est entiere; elle 
est dti second degre en 5 , du 7 i™ me degre en y; enfin, le premier 
membre n’est pas divisible par un polynome qui conlienne y sea- 
lenient. Cette conclusion subsisterait dans le cas oil la fonction 
fill) admettrait quelque pole ou quelque zero qui serait mil. 

On observera encore que le premier membre de cette equation 
ne pent etre decompose en un produit de deux polynomes entiers 
en y. z. sauf dans le cas oil B serait identiquement nul, c’est- 
a-dire oil z serait une fonction paire. En effet, il n’est pas divisible 
par un polvnome con tenant y seulement; il n’est pas divisible par 
un polvnome du second degre en z, sans quoi le quotient serait 
un polvnome en y seulement; il reste a supposer 1’existence d’un 
diviseur du premier degre en z\ dans ce cas, les deux racines de 
1'equation en ^ seraient rationnelles en y, ce qui n’est possible 
que si B 2 (4/ 3 — g*y — £*3) est un earre parfait; or cela n’a lieu 
que si B est identiquement nul. Ainsi, sauf dans le cas oil B est 
nul, le premier membre de 1’equation consideree n’est pas le pro- 
duit de deux polynomes entiers en y et z\ il en resulte en parti- 
cular que le discriminant de cette equation, consideree comme 
une equation en y, n’est pas identiquement nul et que cette equa- 
tion a ses n racines distinctes, sauf pour des valeurs particulieres 
de z. en nombre limite. 

439 . Dans leur belle Theorie cles fonctions elliptiques , Briot 
et Bouquet sont alles plus loin dans la voie ouverte par Liouville 
et out etabli quelques nouveaux theoremes parmi lesquels le sui- 
vant, qui est fondamental. 

E litre deux fonctions doub lenient per iodiq ues , adniettatit 
les deux periodes 2to 1; 2co 3 , il existe une relation algebrique . 

En effet, si i’on pose 

r =p(K|aii,u) 8 ), y = 1 o> ls w 3 ) 

et si 1 on designe par z et t les deux fonctions de u considerees, 
on pourra les mettre sous la forme 
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en designant par A, B, D, \»b, Q des polynomes en r. En eli- 
minant y e t y ! entre ces relations et la relation 

(?) y~ = 4 y z — 

on obtiendra une relation 

(Y) R(-3, t) = o, 

qui devra etre verifiee quel que soil u. 

440. Inversement, si Ton considere un systeme de valeurs en 
z } t qui verifienl cette equation, il existera un svsteme de valeurs 
y,y l qui verifieront les trois equations (a), (S): d'ailieurs. a un 
systeme de valeurs jk, y l qui verifienl Fequation (J3), correspond, 
dans le parallelogramme des periodes, une valeur de u qui fait 
acquerir a p p' a les valeurs r, y\ par suite, tout svsteme de 
valeurs de z, t qui satisfont a l’equation (y) pent etre considere 
comme un systeme de valeurs des functions z, l qui correspondent 
a une meme valeur de u. 

R ( z , t) est un polynome en t. II pent etre divisible par un 
polynome en z, dont les racines correspondent aux valeurs de u , 
qui annulent simultanement -f- v\>y ! et iO : i! pent de meme etre 
divisible par un polynome en t. Supposons, dune facon gene- 
rale, que Ton ait 

t) = © (z) 6(0 t) t)..., 

'f(z) et d>(0 designant respectivement des polynomes qui con- 
tiennent, Tun la variable ^ seulement, l’autre seulement la va- 
riable t. et (s, /), g 2 (^y t) : designant des polynomes ir~ 

reductibles contenant les deux variables z } t\ en disant que ces 
polynomes son l irreductibles, nous entendons que Fun quel- 
conque d’entre eux n’est pas le produit de deux polynomes. 

Quand on regarde dans Fidentite preeedente z et t comme les 
fonctions donnees de it, le premier membre est identiquement 
nul; le second membre est un produit de facte urs dont chacun 
est une fonction analytique de u ; Fun de ces facteurs est done 
identiquement nul; en elfet, le produit de deux fonctions analy- 
tique s dont aucune n’est identiquement nulie n’est pas lui-meme 
identiquement nul, comme on le voit de suite en se reportant a la 
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rede de la multiplication de deux series entieres. Or il est clair 
que !es fonctions s(x;), A(f) 3 regardees comme fonctions de u, ne 
peuvent pas etre identiqnement nulies puisque, dans le parallelo- 
gramme des periodes, elles ne s'annulent que pour un nombre fini 
de valeurs de a: c’est done un des polynomes (z 3 t), ..., 

qui s'annule identiqnement quand on y regarde z et t comme les 
fonctions donnees de u; nous le designerons par CJ(z, t ). 

Nous aliens montrer que tons les polynomes 5*i (z, t), t), ... 3 

eonsideres comme des fonctions de z 3 1 , sont identiques a Cf(z, t). 
Considerons, en effet, un systeme de valeurs z 03 t 0 qui annulent, 
par exemple, le polynome t); R(s 0 , *o) est nul; done, d’a- 

pres ce que Lon a dit au debut, ii existe une valeur u 0 de u qui 
fait acquerir les valeurs z Q , t 0 aux fonctions z 3 t \ puisque la fonc- 
tion ()(z< t) s’annule identiquement quand on y regarde z et t 
comme les fonctions donnees de u, il faut que (J(z 0 , t 0 ) soil nul; 
ainsi, toutes les solutions de l’equation ( s , t) = o verifient l’e- 
quation g(z 3 t) = o. Puisque les deux polynomes Cj { (z, t) 3 Q(z, t) 
sont irreductibles, il faut qu’ils soient identiques a un facteur 
constant pres. Le meme raisonnement s’appliquant aux polynomes 
5 * 2 (z 3 f), . . . , il est clair que l’on pourra poser 

ou v est un nombre entier, et Fequation Q(z, t) = o jouit des pro- 
prietes suivantes que nous rappelons : elle est irreductible; el le 
est verifiee pour tout systeme de valeurs des fonctions 5 , t qui 
correspondent a une me me valeur de u; si Ton considere un sys- 
teme de valeurs ^ 0 , t Q qui la verifient, il existe line valeur u Q de u 
qui fait acquerir les valeurs z 0 , t 0 aux fonctions z 3 t. 

ill. Designons par m , n les ordres respectifs des fonctions 
ioublement periodiques z, t. 

L equation g(zj /) = o, consideree soil comme une equation 
?n 5, soil comme une equation en t, n’a de racines egales que pour 
an nombre fini de valeurs de t, ou un nombre fini de valeurs de 5 , 
puisqu’elie est irreductible. Considerons-la, par exemple, comme 
ine equation en t , en donnant a z une valeur z 1} pour laquelle 
equation 0 = ° n’ait pas de racines egales etqui, en outre, 
>oit distincte des valeurs que prend la fonction z quand on y rem- 
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place u par Fune des valeurs qui annulent^j- Ilyaura alors, dans 

le parallelogramme des periodes, m valeurs dislinctes de u qui fe- 
ront acquerir a z la valeur z { : designons-les par u )? u. 2: • * . , u m * 
et designons par t { . t 2 . .... t m les valeurs correspondantes de t: 
ces dernieres valeurs verifieronl Fequalion (j(z t ) = o; auciine 
aulre valeur de l ne verifiera cette equation dont auctine racine 
n’est double et dont, par consequent, le degre en t sera exacte- 
ment egal an nombre des quantiles t l: t 2 . .... t m qui seront d is- 
tinctes. En particulier, si tomes ces quantiles sent egales, l sera 
one fonction rationnelle de m In raisonnement analogue s'ap- 
plique an degre en ^ du polvnome tj(^. t). 


t soil la derivee z == 

au 

de la fonction 5 : on voit tout d’abord q\i i l y a une relation al- 
gebrique entre une fonction cloublement periodique et sa de- 
rivee. Cette derniere proposition, que bon connaissait avant le 
theoreme general, est due a M. Meray. 

II est aise de voir que cette relation 

(?(->*) = 0 


442. Supposons, en particulier, que 


est, en z r , de degre m egal a l’ordre de la fonction z. Nous m ou- 
tre rons pour cela que, si deux valeurs incongrues de u font acque- 
rir a ^ la meme valeur, elles feront acquerir a z' des valeurs diiTe- 
rentes. Cela resulte, ainsi que Fa fait remarquer M. Weiers trass, 
de ce que les egalites 


dz ^ dz' ^ 1 dz ' 2 ** 1 dz Oz' 



deterininent sans ambiguite les derivees successives z\ z\ ... en 

•)r> 

fonction de z : z r , pourvu toutefois que la derivee par tie lie ne 

soit pas nulle. Si done deux valeurs u { , u 2 faisaient acquerir une 
meme valeur a la fonction ^ d : une part, a la fonction z r de f autre, 
elles feraient acquerir la meme valeur a/, a — En designant 
pour un instant par /( u) la fonction z, on voit que les deux de- 
veloppements de Taylor des deux fonctions de A, / (u t 4- h) et 
f(u 2 - J r h) 1 seraient identiques; par suite, puisqu’il s’agil de fonc- 
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lions analytiques, ces deux fonclions seraient egales pour toute 
valeur de A, et. en remplacant li par u—u^ on aurait done, pour 

toutevaleurdew ; /(z/-{-« 2 -tfO=/(M)iCequi exige que u* — u K 

soil one periode; en d’autres termes, que les points u { , u 2 soient 
congnients, contrairement a l’hypothese. 

L'equalion (J J (s, ~> ) — 0 done de la forme 

Z;)-' ,w -r- Z tn = o, 

ou Z 0 . Z,, .... Z m sont des polynomes en z; le premier est une 
constante, puisque, pour toute valeur finie des, la fonclions' (dont 
les pules ne sont pas distmets de ceux.de s) a une valeur finie , de 

plus, Z /72 | est identiquementnul; en effet est, au signe pres, 

ia sonime des inverses des valeurs de z r qui correspondent a une 
valeur donnee de s. Designons par u m les valeurs 

de u qui correspondent a la valeur z\ u n u 2: • . Um pourront 
etre regardes comme des fonctions de s, et la regie de derivation 
relative aux fonctions inverses montre que Ton a 

Z,;i_i dui du 2 f du m % 

~ Iff “ If ^ ~dz "*■ ‘ + 

puisque la somme u { -f- u* 4- • • • 4- Um est constante, on voit que 
le polvnome r L m -{ doit etre identiquement nul (*). 

443. Le theoreme du n° 439 admet la reciproque suivante ( 2 ) : 

Si les deux fonctions doublement periodiques F {iif <!>(?/), 
admeltant respectivement les periodes 2 , 2to 3 , 203' , 20', sont 

liees par une relation algebrique, les quatre periodes se re - 
duisent d deux } c est-d-dire qidelles sont des fonctions lineaires 
d coefficients entiers de deux periodes. 

Soit, en effet, 

(2) R[F(w), <t >(u)] — o 

la relation algebrique entre F(u) et ®(m); on en conclut, en po- 


C 1 ) Briot et Bouquet, Fonctions doublement periodiques, i re edit., p. 90. 

(') Voyez Jordan, Cours d : Analyse a VEcole Poly technique, 2 ® edit., t. II, 
p. 3^. 



sant o =rr 2 'j.Uj — 2V(x) ;J — 2 /icu*. on ;x. v. n sont des entiers, que 
Ton a 

( z) R [F (if ), <X > u — o )] = o, 

comme on le voit immediatement en cbangeant d'abord. dans 
a en u -f- 2?i to* , ce qui maltere pas F (u), puis dans <l>( u -f ~ 2 n to,) 
seulement, u en u — sp'- 2 vgj' 3 , ce qui n'altere pas ( l >(a). 

D’ailleurs, on avu ( 1 ) que, si ies trois nombres 2 o b ato', 2 to'. } 
ne sont pas des fonctions lineaires a coefficients entiers de deux 
nombres, on pent clioisir les entiers u, 7 . n de facon a rendre 0 
aussi petit qu’on le vent, en valeur absolue. II en resulte, puisque 
R[F(z/), &(u — 0 )] est developpable en serie entiere suivant Ies 
puissances de o, que cette quantile, regardee comme fonction de 0 , 
est identiquement nulle; si 1’on pose a 5 = u f 7 Fegalite 

R [F (u) : 4 >( u r 1] = o 

sera verifiee, quels que soient a et ic r , et, par consequent, quels 
que soient F(?z) et<D(zd); tons les coefficients du polvnome en 
F, <I> qui figure au premier membre seraient nuls. 


444. Revenons au cas general et reprenons les notations du 
n° 439; si les deux polynomes B et \\\> etaient identiquement nuls, 
z et t seraient des fonctions rationnelles de y et Ton formerait 
sans peine l’eqiiation enlre ^ et t , en eliminantjr. Supposons que 
le polvnome B ne soil pas identiquement nul, on pourra proceder 
comme il suit : 

De la premiere equation (a), on tire jd et, en portant dans l’e- 
quation (J3), on trouve, comme on I’a vu au n° 438, 


(0 


D; 2 -aA^~ 


A- — B* ( 4 r 3 — g*y — ) 


cette equation est entiere en z et y, du second degre en 5 , du 
m iemc degre en y et elle est irreductible. Des deux equations (a) 
on tire, en eliminant y\ 

ciUB — AolL -i~ tfeD-s 

/ ^ \ t — • 


( 1 ) T. I, p. i47~i4S. 
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le second membre est nne fonction rationnelle en y, Si, cntre les 
equations CC) et (t*) on eliminejp, 011 form era line equation 

QO- 0 = o 

de degre m en t; les m raeines de cette equation, quand on donne 
a z one valeur particuliere, sont les m valeurs que prend la frac- 
tion, rationnelle en y, qoi forme le second membre de [’equa- 
tion rr t ), lorsqu’on jrempIacejK par les m raeines de liquation (Q 
envisagee comnie une equation en y. 

Ceci pose, supposons que l’equation (en t) Q(s, t) = o n’ad- 
inette de raeines multiples que pour des valeurs parti culieres de z, 
et soit une valeur de u qui fasse acquerir a la fonction £ unc va- 
le ur z 0 distincte de ces valeurs parliculieres; soient £ 0 , y Q les va- 
leurs des fonctions y pour u= u 0 . L’equation Q(£ 0 , t) = o ad- 
met la racine simple t = d’apres la theorie de l’elimination, 
les deux equations eny, (£) et ('/]), dans lesquelles on rein place z 
et t par^ 0 et £ 0 , n’admettent done qu’une racine commune, ct cette 
racine commune est necessairement y 0 ; cette racine commune 
unique s’obtient par des operations rationnelles ; ainsi y 0 s’cx- 
prime rationnellement en t 0 , u 0 ; le raisonnement s’appliquant a 
toutes les valeurs de u , sauf un nombre fini de valeurs except] on- 
nelles dans le parallelogram me des periodes, on voil que y = pu 
est une fonction rationnelle de 5 et de t; il en est de meme de 

, Dz — A 

y - B ; 

d’ailleurs toute fonction doublemen t periodique s’exprime ration- 
nellement an moyen de y, y'; done ( 1 ) : 

Si z et t sont deux fonctions doublement periodiques, ciux 
pei wdes 210,, 20)3, si z etant d’ordre m, les m valeurs de t 
qui coi t espondent a une valeur donnee de z sont en general 
distmctes, toute fonction doublement periodique, aux periodes 
2w i? 2 cog , s' ex prime rationnellement au moyen de z et t, 

(>) Cette proposition est contenue cosnme cas particulier dans un theoreme 

t ® ‘ ‘ ^ eierstrass relatifaux fonctions 2 r fois periodiques de /‘variables (Crelle, 
t. b 3 ; QEuvres, t. II, p. 182). 
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4io. Ce theoreme s’applique en particalier an cas ou t est la 
derivee de u (n° 4i2). Ainsi. toute fonction doublement perio- 
dique est une fonction rationnelle d'une fonction doublement pe- 
riodic[ue arbitraire, admettant les memes periodes, et de sa de- 
rivee. Cette derniere proposition, qni est une generalisation du 
theoreme de Liouville du n° 435, est due a Eriot et Bouquet. 

Si F (u) est une fonction doublement periodique a periodes 
2 O) , 2 CO 3 5 il en sera de rnerne de la fonction F (u — v) regardee 
comme une fonction de u ; la fonction F (u .- 4 - v) est done une fonc- 
tion rationnelle de F (u), F '(?*); il est a peu pres evident que les 
coefficients de cette equation sont des fonctions rationnelles de 
F(r), F'(p), dont les coefficients ne dependent ni de a ni de c\ 
An reste, il ne subsistera aucun doute dans Tesprit du lecteur soil 
re marque que F(u-\-v) pent s’exprimer rationnellement au moyen 
de p(u ~h c), P r ( u v) par exemple; que, en vertu des formules 
d’addi tion (\H 3 ), ces quantiles s’expriment rationnellement au 
moyen de pu, pc, p r u, p'v, et qifenfm pu : p' u s’expriment 
rationnellement en fonction de F («.), F 7 («); tandis que t pc, p'p 
s’expriraent rationnellement en fonction de F ( c ) , F f (p), d’apres 
le theoreme precedent. Ainsi F(w-f-c) s’ exprime rationnelle- 
merit au moyen cle F (n), F(e), F'(^), F l (v). 

En prenant la derivee de cette fonction rationnelle par rapport 
a u et en tenant compte de ce que la fonction doublement perio- 
dique F r, {u) s’exprime elle-meme rationnellement au moyen de 
F(w), F'(u), on deduit du theoreme precedent que la fonction 
F f (u -f- u) est elle aussi une fonction rationnelle de F (zz), F 1 (u) : 
F(e), F 7 (^). 11 en est de merae des derivees de tons les ordres de 
la fonction F (u-r~ v). Les memes resullats s’appliquent d ? ailleurs 
a la fonction F (zj-f- e-f -c), ou c designe une constante quelconque, 
puisque F(m + p-f- c) est une fonction rationnelle de F (u — (•’) et 
de F ’ {it -f- e). 

446. Si x = F(u) est du second ordre, sa derivee F ; ( u ) est 
egale (n° 433) ala racine carree d’un polynome f(x) du troisieme 
ou du qua trie me degre ; si Ton pose en outre y = F(e), z = F (w), 
on en conclut que, si u, v, fv sont liees par la relation 


U -rP-7 - tv = c, 
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oii c est une constante quelconque, z et \j f (z) s’expriment ra- 
tionnellement en fonction de x, \! J (x), y , G’est encore 

on cas particulier du celebre tlieoreme d’Abel ( 1 ) ; il se reduit, 
pour u = 0 , a une proposition due a Euler, sur laquelle nous 
reviendrons a 11 Chapitre IX, proposition qui a ete le point de de- 
part des principaux travaux des Geometres qui ont fonde la tlieorie 
des fonctions elliptiques. 

417 . Ptevenons au cas general 011 F (a) estd’ordre quelconque. 

Comme F'(m), F'(e) sont lies a F (zQ, F(p) par des relations 

algebriques 

F\u)] = o, £[F(p), F'(< 0 ] = o, 

on conclut, du tlieoreme demontre au n° 445, qu’il y a une rela- 
tion algebrique 

H[F(k + p), F(k), F(p)] =0 

entre F [u — p), F (zz), F (e), les coefficients ne dependent 
pas de u et de e. 

Quand une fonction F(«) jouit de cette pi'opriete, onditqu’elle 
a un tlieoreme algebrique d’addition. Toute fonction doubleraent 
periodique F (u) a done un tlieoreme algebrique d’addilion. 

Quand une fonction F (u) jouit de la propriete que F ( u •+- r) 
est une fonction ratio nnelle deF(zz), F(p), FQzz), F'(p), on dit 
qirelle admet un tlieoreme algebrique d’addition unwoque . Toute 
fonction doublement periodique F(zz) admet done un tlieoreme 
algebrique d’addition univoque . 

418. II convient de rapprocher des tlieoremes que nous venons 
d etablir d autres tlieoremes qui peuvent etre regardes comme 
leurs reciproques. La demonstration de ces tlieoremes repose sur 
des propositions de la tlieorie des fonctions que nous avons voulu 
eviter. Ce sont eux qui servent de point de depart a l’exposition 
magistrale de la tlieorie des fonctions elliptiques que M. Weier- 
strass a donnee dans ses Cours a TUniversite de Berlin (-). 

La fonction analytique la plus generale, ayant un tlieoreme (*) 


(*) CEwres, t. I, p. 145 (nouvelle edition 1881). 
( 4 ) Schwarz, Formules , etc., n os 1, 2. 
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d’addition univoque, ne pent etre qu'une fonction analytique nni- 
voque se comportant aux environs de tout point fini comrae une 
fonction rationnelle : elle ne peut avoir, dans une region finie 
cpelconque du plan, qu’un nombre fini de poles; elle ne pent 
prendre, dans cette region finie quelconque du plan, qu’un nom- 
bre fini de fois une valeur determinee arbitrairement fixee. On en 
conciut qu’elle ne pent etre qu’une fonction rationnelle, on une 
serie entiere, ou le quotient de deux series entieres. On demontre 
d’ailleurs que, dans ces deux derniers cas, elle est necessairement 
periodique: mais les fonctions univoques periodiques ne peuvent 
etre, comrae nous Fa von s montre (n° 83), cjue simplement ou dou- 
blement periodiques. 

Les fonctions doublement periodiques ont toutes un theoreme 
algebrique univoque d’addition. Pielativement aux fonctions sim- 
plement periodiques ayant un theoreme algebrique univoque d’ad- 
dition, on demontre qu’elles sont des fonctions rationnelles de 

UTZi 

e , ou to est une constante; d’ailleurs, les fonctions rationnelles 
de u ont evidemment un theoreme algebrique univoque d’addi- 
tion. Ainsi, les fonctions analytiques de u , ayant un theoreme al- 
gebrique univoque d’addition, sont les fonctions rationnelles de u , 

u 71 i 

les fonctions rationnelles de e ** et les fonctions doublement pe- 
riodiques, lesquelles sont des fonctions rationnelles de pu et de 
p r u construites au moyen de periodes convenablement choisies. 

Plus generalement, on demontre que toute fonction analytique 
qui admet un theoreme algebrique d’addition, dans le sens qui 
a ete explique plus haut, est une fonction algebrique de u , ou une 

u 71 i 

fonction algebrique de e 03 , ou encore une fonction algebrique de 
la fonction pu construite au moyen de periodes convenables acoj, 
2 ( 0 3 . 
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ADDITION ET MULTIPLICATION. 


I. — Tlieoremes d’addition pour la function pu. 


-449. Nous a vo ns rencontre, a plusieurs reprises, les fo: 
relatives a F addition de Fargument dans les fonctions d 
inent periodicjues. Nous allons maintenant nous occupe 
specialement de cette question. 

Piappelons d'abord les formules (VII 3 ) etablies a nouv< 
n° 396, et d ? ou Fon deduit immediatement les relations 


IGIII. 


< C III; 


Z i u — a ) — Z ( a — a ) — 'iZ it ■ 


P « 


P u — P a 


(it — a) — Z(u— a) — 2 £ a - 


■ p a 


pu — pa 


(CUW) 


! \ ^ p' 2 u — p" u ( ,p u — pa 

[ p k — a) -r- p{ii — a) — 2 p u = J 7 — — — 

)■' (pu — pa)* 


i p( u - 7 - Cl) — p(u 


) ~ P ( u — a) = 


- p u p a 


(pu — pa )* 9 

| [p(u + a) - pu] eiL=£g ^ _ i £a-P' a _ 

f = [p (u — a) — pa 
La quantite 


P u ( ip' u 2 pu—pa 
pa — pit t p" a 
p'ct ^ 2p r a 


p(u + a)^p(u-a)= a _Pj^ P ^ " P ^) 2 + P" * ~ P* « (P u - 

(pu — pa)* 


est symetrique par rapport a u et a , et c’est une fonction 
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de u et de a\ le second membre doit pouvoir se me lire sous one 
forme qui mette ces proprietes en evidence*, en exp rim ant tout 
en fonction entiere de pu, developpant et reduisant, on trouve, 
pour le numerate ur du second membre, 


2 P«P 8 u 2 P 2 a P li — i g * P u — i ^ 2 p a — ; 

on a done 


p(u-i-a)-r-p(u — a) 


(pu -h pa) ( a p a p u — d 'i — o-o 
(p** — pa) 2 


Cette equation, avec la seconde des equations (OIL), conduit 
immediatement an resultat suivant : 


(CIHi) (E1L 1 .P a )Qj>«.P« — v.^) — ,jr 3 ^,p';tp'ff 

■ 2 (p w — pa; 2 

Le lecteur e tab lira sans peine, au moven de ces formules, les 
relations ( 1 ) 


(GUI) 


(5) p(«±a) + j)!H-pa= a Y, 

4 \ P “ — a / 

(pjtpa ^(pa-t-pn) 


( 6 ) p(u~a)p(u~a) = 
puis la relation 


p(w-Ha) = 


(pit — 

s^upa + ^j 4 - 2 #, (p it -t- pa) 

(p«4-pa)(2p«pa — i^s) — gi + p'up'a' 


qui, pour u — a, donne 

(p ! “ 4-21) -f-2,^ 3 pit 

(CHI 7) p(2it)=- 

P " U 

Ainsi pu est une fonction rationnelle de jd ? done aussi de 

p (”~) ou ^ est lin entier positif quelconque ; e’est la im cas 
particular d’un the ore me que nous etablirons dans le paragraphe 


( 1 ) Voir Schwarz, Formules et propositions pour Vemploi cles fonctiom 
elliptiques, traduction de M. Pade; article 12. — C’est a cette edition franc aise 
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I. — Tlieoremes d/addition pour la fonction pu. 


449. Nous avons rencontre, a plusieurs reprises, les fo ramies 
relatives a V addition de l’argument dans les fonctions doublc- 
ment periodiques. Nous allons maintenant nous occuper plus 
specialement de cette question. 

Rappelons d’abord les formules (VII 3 ) etablies a nouveau an 
n° 396, et d'ou 1’on deduit immediatement les relations 


(Cllli) 


tern*) 


. « u -r- Ct } -r- ll — a) — 2 til — — — ■> 

pu — pa 


f Uu — a ) — Z(u — a) — 'it a 

| p(K-r*a)-i-p(K — Cl)— 2 pu = 


— p a 


pu — pa 

p'~ u — p" u ( p u — p a ) 
(pu — pa)* 

I . , , — p' u p' a 

put-ha) — p(u — a) = — i i — 

(pu — pa)*’ 


-Cilia I < 


I [pf« + a )_p B ]E!Lz£f + = 

’ J P « 2 p'm 2 pu — pa 

= [ P (u + a)-pa]ESL^^£^ 

1 iv n o >v 


P « 2p a 


La quantite 

p(u — a)—p(u — a ) = a ,P « CP « ,P a ) 2 + ,P ' 2 u — ,p" u (pu— p a ) 

(pu — pa)* 


e st symetrique par rapport a u et a, et c’est une fonction paire 



ADDITION ET MULTIPLICATION. g3 

tie a et de a; le second membre doit pouvoir se mettre sous one 
forme qni mette ces proprietes en evidence: en exprimant tout 
en fonction entiere de developpant et reduisant, on trouve, 
pour le numerate ur du second membre, 

2pap 2 u-h2p~apii — }g 2 pu — }g- 2 pa — g s ; 

on a done 

p(M + g) . V p (K _ a) = D 1 . a -P ffl H a P g Pi < -i^-^ . 

(pu — paf 

Cette equation, avec la seconde des equations (OIL), conduit 
immediatement au resultat suivant : 


(Cin 4 ) p'"-*-") - 

1 ( p it — ,pa/ 2 

Le lecteur e tab lira sans peine, au moyen de ces Tommies, les 
relations ( 1 ) 


(Giii) 


(5) pO ±a) + pa + pa = I (LA- 1 - ? " 

4 \ p U p Cl 


(6) p(u~a)p(u — a) = 
puis la relation 

p(u-ha) = 


(pttpa-t- iiy-i-g- 3 (pu— pa) 
(pupa-h^j -hugs (pu + pa) 


(p u ~t- pa) Op upa — i g,) — + p' u p 1 a ’ 

qui, pour a — a , donne 


(C1II-) 


P( 2«) = 






P' 2 u 


Ainsi p a est une fonction rationnelle de p > done aussi de 


p(—J ou in est un entier positif quelconque; e’est la im cas 


particulier d’un theoremeque nous etablirons dans le paragrapln 


( ! ) Voir Schwarz, Formules et propositions pour Vemploi des fonctions 
elliptiques, traduction de M. Pade; article 12. — C’est a cette edition franraise 
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suivant. Ex’! faisant u — a dans la formule (CIII5), on a immedia- 
te men t cette seconde expression de p(a w), 

i p"~u 

(CUM p( 2 K)-r- 2 pK= -FT^* 


45G. Si Ton pose, pour abreger, 

x — p < — a .1 , r = p n , 

on pent eerire les relations (GITI3), (CIII 3 ), (VII3 ) 


1 p u — ( p a 

2 pu — p« 3 


(x — pa)(jr — pa) = ~ P n a — zp'a, 


■P«i 


en eliminant ^ et r entre ces trois relations, on a 

s 4 — 6^pa-~ 4zp'a n~ 9 p 2 « — 2 p"a. 


/</£■ 
l lit. 


Xous savionsdeja 5 parle theoremede Liouville(n°433), quetoute 
fonction^ doublement periodique du second ordre de la variable u 

\erifieune equation differentielle de la forme = /(s), ou 

/YE'} est un polynome du troisieme ou du quatrieme degre en z; 
nous connaissons maintenant la forme particuliere de ce poly- 

nome pour la fonction :? = - — — — ; cette forme nous sera 

r 2 pu~pa 

utile plus loin. 


451. Considerons la fonction de u 

j t pu p'u 

fi u )~ ; f pa p'a , 

■ j pb p'b 

oil a et b sont des constantes. II est clair que f(u) est une fonc- 
tioo do iib lenient periodique du troisieme degre et que o est un 
pole triple, sauf dans le cas ou le coefficient de p 1 u s’annule, 
c'est-a-dire sauf dans le cas ou Ton a 

a^=b (modd. 2to 1? 2 w 3 ); 
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excluons ce cas pour ie moment; la sonime cles zeros dans le pa- 
rallelogramme des periodes doit etre congrue a la sornine des 
poles, c’est-a-dire a o; puisque ct et b sont des zeros distincts, il 
faut que le troisieme zero soil — a — b: on en conclut Pegalite 
importante 

| r p(a^r-b) — p'(a~ij) j 

(GUIs) j i pa p' a j — 0 , 

I [ pb p'b j 

ou, si Ton vent, le tlieoreme equivalent : la congruence 


entrain e Pegalite 


a ***■ h ~ c ~ ;> (modd. - 2 w i; 2 w 3 ) 


1 p’ a 

i pb p'b 
i pc p'c 


— o. 


Cette egalite subsiste evidemment si Pon a i = c; elle na plus 
de sens si 1’on suppose b = — c, puisqu’il faudrait alors qu’on eut 
a = o, en vertu de la congruence supposee. 


452. Observons encore que, d’ a pres le n° 391, on pent ecrire, 
en conservant a f{u) la signification du precedent numero, 

„ , v - C( it — a ) O’ ( u — b) z? ( u — a - 1 - b ) 

A*) = c — ’ 


pourvu qu’on n’ait pas a = ± b ] on determinera la constante C 
en egalant les coefficients de ~ dans les deux membres develop- 
pes suivant les puissances ascendantes de u, savoir : 


— 2(pb—pa)^—i 


zf ( a -f- b ) 3 ( a — b) 
z?-a zt’ 1 b 


pour le premier, et 


Cz?a lb zf( a -I- b) 


pour le second; on en conclut la valeur de C et la relation 


I pu p’u 
I pa p’a 
i pb p'b 


) ri ( a — b )zt(u — a)zf(u — b ) gf u . — a -4- b) 
cr' 3 a ^ 3 b o 3 it 
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II est faien aise de verifier que eette identite subsiste dans le cas ; 
que noire demonstration exclut, oil a serait congrn a b, mocluhs 
210,, 2 co . Si, dans eette identite, on suppose a — to , , b = co 3 , en 
se rappelant que Ton a (\IL) 


-p<*> i = 


C? ( tO t — CO 3 ) O' (0 9 
: -> 

0' 2 0) 1 0'-tD 3 


iL vient 


z'i u, — to t > o' (u — o>2 ) 3 (.u — to a ) 
o’ to i j w 2 o w 3 o' 3 u 


C'est de eette egalite qu’on a dedixit, au n° 98, Fequation diffe- 
rentielie a iaquelie satisfait la fonction pa. 


-453. Si Ton a 

a b ~ 

C == 0 

(model. 2 0 )!, 2 ( 0 3 ), 

e determinant 

I i P^ 

P' a | 



J > P* 

! 



i i pc 

p'c ! 



est mil; si done on exclut le cas ou Ton aurait pa = p b = pc, il 
existe deux nombres ( 1 ) A, p., tels que 1’on ait 

I p' a = 7s pa -f- p, 
p'b =lpb-r- n, 
p’c = Ape -i-fl. 

D*ailleurs les couples de quantites p'a, pa; p'6, p&; p'c, pc, 
mis respectivement a la place de X', X dans l’egalite 

X'* = 4X 3 — <?*X- * 3 , 

verifient eette egalite. Les quantites pa, p&, pc verifient ainsi 
Fequation 

( A X -f- fx) 2 = 4X 3 — x — ^3 ; 

si done, comme nous le supposerons dans la suite, deux de ces 
quantites ne sont pas egales, on aura identiquement 

4 X* - X* - ( gt 2 A ft ) X - {g 3 + = 4 (X - p a ) (X - P b) ( X - P C ), 


( ) Voir Halphex, Theorie des Fonctioas elliptiques , t. I, p. 3 0 . 
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c’est-a-dire 

( | 

(?) | pipc-l-j)cpa-r])aj^=-H^“^^7 

( pcipbpc =|-(^ 3 4- 

En remplacant dans ces egalites a et a par leurs vaieurs lirees 
des equations (a) qui do mien t 

, rm i > - P^".P V; __ P' c -P'<* = p'a-pb 

^ ^ p b — p c p c — p a p a — pb 

_ pbp'c — pep' b __ p c p'a — p ap'c _ pg,p f 6 — p bp' a 

V-- p ^ — p c pc — pa “ pa — p£ 


on obtient une serie didentites qui Louies seront des consequences 
de la congruence 

a b -J- c == o ( model . 2 op* 2 op ), 


et panni lesquelles figurenl en premiere ligne celles-ci 


, i fp'b — p'c\ 2 i 

p« + p6 + pc=^( p& _ p - =- 


pc — pa Y 
pc— pa 


-K 


p y a — p'6 y 
pa — pb / 


qui equivalent evidemnient a legalite (GUIs), dans laquelle on a 
pris les signes superieurs. 

On a suppose que deux des quantiles pa, pb , pc ivetaient pas 
egales. En tenant compte de la continuity, on voit de suite que si 
Ton suppose deux de ces quantiles, mais non trois, egales, cedes 
de ces egalites oil ne figure pas un denominateur nul devront sub- 


sister. 

Si bon elimine 1 
a 1’egalite 


(Ciiiio) 



et {jl entre les trois equations (j3), on parvient 

pc-t-pcpa + papb - h ~ j 
(4 papbpc — gz)(pa -h pb -hpc), 


qui est encore une consequence de la congruence 

fl + 6-fc~o (modd. 2w 1? 2w 3 ), 


et meme des diverses congruences 


T. et M. - III. 


a ± b ±: c == o 
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jtuisqne ies deux membres ne cliangent pas quancl on y change h 
ou c en — - b on — c. 

ioi. Nous nous contenterons de ciler les relations suivantes, 
que le lecleur etablira sans peine en se reportant an type le pins 
general d'une fonction doubleinent periodique donne an n° 391 
et aux forma les (CHIio), (VII,), relations qui ont lieu quels que 
soient a , />, c\ 

. , i p a p b p c — ) ( p a 4- pb-hpc) 

— ( p b p c 4- p c p a 4 - p a p b 4- ~ ^ 

r (' a -t b -4- c) j (' a 4- b — c) 3 (a — b 4- c ) C ( — a -+ ~ b -+- c) 
s' 4 a s' 4 b s' 4 c 

I „ — (p£-- pe) 2 [P« — P(& -+- c )l [p«— P(b — c)] 
f ~ - (pc — pvyipb -p(c -ha)][pb — p(c — a)] 

= — i p a — p 6 ) 2 f p c — p ( a 4- b) ] [p c — p ( a — b )] . 

Signal ons aussi 1'egalite 

p' a — p' b p'c — p'd ( p7 « -f- 6) — p'( c 4- r/ ) 

p ct — pb ' p c — p cl " r " p ( «+ 6 ) — p ( c 4- ,/7 

p’ a — p'c _ p' 6 — p'cl p'( a 4- c ) — p'( b 4- d ) 

pa — pc ‘ p£ — pJ ‘ p(tf + c)- p(^-+-^) ’ 

qui a lieu quels que soient a, b , £, <r/. Elle se deduit immediate- 
ment de Pidentite que Ton oblient en remplacant cliaque fraction 
par la difference des fonctions £ a laquelle elle est egale, d’apres la 
premiere des formules (VII 3 ). 

-loo. Nous aliens (•) maintenant etablir le theoreme general 
dont les egalites (OIL,), (CIII 8 ) sont des cas particuliers. 

Si Ton pose 




I P «o 

p'lt 0 . 


/o < «o? 

, . , u n ) = 

I put 

p'«i * 

. . p {n ~ X) Ui 



I p Ihl 


•• P (/i “ 1J W,i 


et si bon regarde cette fonction comme une fonction de u 0 , elle 




V) Voir Kiefert, Journal de Crelle, t. 76, p. ai. 
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n’admettra dans le parallelogramme des periodes qir un seal pule, 
le point o, etce pole sera d’ordre /? — i ; ce sera done one fonc- 
tion doublement periodique, d’ordre n .4- 1 . si toutefois, eomme 
nous le supposerons d’abord, le coefficient de p n ~ h ' } u^ : que fon 
pent representer par ( — l ) n f \ ^2? • • . , u n ) 3 n est pas mil : 

J\ (u n it 2, . . . , u n ) est un determinant de memo nature que / 0 . 
Ce determinant f Q) regarde comme une fonction de u 0 , a un pule 
unique clans le parallelogramme des periodes : ce pole est congru 

a zero; le coefficient de — dans le developpement suivanl les 
puissances ascendantes de w 0 , est 

( — i) n n\fi(ui, it 2 . u n ): 

tty, Li -* ? • * ., u, L sont n zeros incongrus de / 0 , le hi -f-i) k ‘ n:c zero est 
done — ( it \ u 2 - 1 - • • • “f~ W/i), en supposant que cette quantite ne 
soil pas nulle : par suite (n° 391 ), on peut ecrire 

— Uo) 3(U 2 — — UP3iu«-r- It,,-. 

j 0 {u 0 ,ii l ,...,u n ) = i , 0 — -i+iT , — : ’ 

Co ne dependant pas de u 0 ; on trouve la valeur de t/ 0 en egalanl 

les coefficients de dans les developpements des deux mem- 
u 0 

bres, suivanl les puissances ascendantes de u 0 ; on oblient ainsi : 

_ ^ J Up) — l h)- — Uy) ?(u » + U \ ~ . . . ~ If h , . 

0 ; Uq 3 Ui 3 u 2 . . . 5 a tl ? (ui + 2/2 + ...-T «« ,) “ 1 ’ 


en Iraitant le determinant /, de la meme facon que / 0 , en conti- 
nuant ton jours de la meme facon et en observant que 1’on a 

__ | 1 ,p(M/i-l) j _ __ 1 ( ll n — U n - 1 ) 1 ( U n -+- U-n-\) , 

S ' 1 ' 1 j I p( U n ) | ^Un^-Un- 1 


on oblient une suite d’egalites qui, multipliees membre a me mb re, 
donnent 


(CIIJ 13 ) fo = { i ) 71 1 ! 2 !. . . /i! 


1(110+ Mi ,.^1 


a 3 1 


I't-r- 1 ll Q 


* 


on le produit est etendu a tons les systemes de nombres (a, | 3 ) 
formes par chacune des combinaisons des nombres o, i, 2, . . n 
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pris deux a deux, dans lesquelles le premier nombre est toujours 
superieur au second. A. la verite, cette demo ns trail on suppose 
qiFatictme des so mines u *-f- u 2 -f- Urn #2 + ^3 + •• •+ u n , 

n’est congrue a zero modulis 201,, 2co 3 ; mais la 
consideration de la eonlinuite montre c|ue la formule doit sub- 
sister. pourvu qu’aucun des nombres u 0 , u { , u 2 , • . . , ^ ne soil 
congru a zero. 

II. — Multiplication pour la fonction pm 

456 . La formule prececlente pent se transformer en supposant 
que quelques-unes des quantiles , u n tendent vers vine 

meme I i mite : nous supposerons par exemple qu’on y fasse 

U 0 = U , Ill = It -f- k, . . . , 10* — w -r ttA 

et que A tende vers zero. 

Observons d’abord que si Ton considere un determinant dans 
lequel les elements d’une eolonne sont a 0 , ct K , . . . , « /0 on peul 
remplacer ces elements par les differences 

ffo, 

«or 

a 2 -icti-h a 0 , 

n n ( n — 1 ) 

— 7 ^ 7^7“ •••“}- ( I ) n C(q, 

pourvu qu’on fasse la meme chose sur les autres colonnes; si 1’on 
effectue cette transformation sur le determinant/,) et si Ton re- 
marque que Fexpression 

IX 

s (u — nh ) — - ® [w -+- (/i — 1) A] 

— i) 

-- _ ^ [ M -+- ( /l 2 ) A ] -H... -f- ( — l) <p ( ), 

developpee suivant les puissances entieres de A, fournit comme 
premier terme A» ? f»>(a), on voit de suite que le premier terme du 
developpement, suivant les puissances de A, de 

fo(u, u~h h, u -hi h, . . . , u-h nh), 
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1 -I * -I 

sera le produit de Ir 

par le determinant 


p'u 

j/ it 

. . p (/i) u 

T> = 

p" a 

P m u 

. . a 


p( fl) u 

p(«+n n . 



D’un autre cote, le second membre de l’egalite (CIII 13 ), si Ton 
ne tient pas compte du facteur numerique qui est en avant, se re- 
duit a 

3\(n -i- i)«1 c n (h) s' 11 - 1 (zh) r?n-2 (3 h) . . . 3*[(n — i )/i]J(nk) 
z ,,L ~ hl Li o /iH " 1 ( n ■+* h) o'" 4-1 ( it -f- 2 h ) . . . z 1 ' 1 ^ 1 (u -h nh) ? 

et si 1’on remarque que la limite, pour h — o, de 

( h )G' n - l ( 2 h)...G'( Ilk ) __ r*n ( / 1 ) tfa -1 ( 2 h ) 3 (nil) 

“ ~Tv * (2/i) ft “ l 7i7T“ x I: - - 

/i a 

est evidemment egale a 1 ! 2 ! . . . n !, on voit que, en egalant dans 
les deux, membres les coefficients de la plus basse puissance de A, 

on obtient Pexpression de ; apres avoir change n en 

n — 1 , nous ecrirons le resultat sous la forme suivante : Posant 


(CIV,) 

V a (u) = 

G'( Jill) 

(B)’ 



on a 







p'u 

P"ll 

. . p' n -Uu 

(CIV,) ¥„(«) = 

(- 0*- 1 

i!a!...(«— 1)!] 2 

p"u 

P"' U 

p {n) u 



p(«-l) K 

p( fl) It . . 

. p{2«-3; w 


457. Cette formule merite de nous arreter quelques instants. 

D ’apres sa definition, et les proprietes elementaires de ia fonc- 
tion o’, le premier membre est une fonction doublement perio- 
dique, d’ordre n 2 — 1 , admettant o comme pole multiple de cet 
ordre; elle est done, suivant que n est impair 011 pair (n° 436), 
de Tune 011 de 1’ autre des deux formes A, Bp r u, en posant 

A — ct^y-'*'^--'* 4- ct -T - . . . -f- 

B = 6 0 jk 2v! - 2 -+- b t y-' J ‘— z -+-• • • + hr— 2 


( n = 2v -+- i), 

(71 = av) ; 
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r est mis a la place de pw, et 6r 0 ,a n ? ^o? ^av 3 — :>> 

soul des coefficients numeriques quel on peat determiner en deve- 
loppant les expressions precedences suivant les puissances ascen- 
dantes de */ et en identifiant avec les developpemenls analogues 

„our * in — et pour - ." f 0n trouve ainsi ais(5me,H 

1 « ) 1 P W " ( 11 ) 

A * = n, A i = o ; B„ = - ^ > B, = o. 

Dans tons les cas, ¥;,(» est an poljnome cn y donl Ic premier 
ierme est n-r ,r ~~'- 


-158. Froposons-nous de former autrement les poljnomcs A ct I!. 
Les zeros de T„(«)sont simples et s’obtiennent en dormant a cha- 
cun des nombres p et q , dans la forma le 


•> p to i -i- •?. q to 3 __ 


n valears entieres quelconques Lelies que la difference de deux 
d'entre elles ne soil pas divisible par n , et en excluaol toulefois 
la combinaison pour laquelle les deux nombres />, cj seraienl tons 
deux divisibles par n. Si Ton pose, comme au n° 372, 


ay? to ( -+- a q to 3 


-t- a q (0 3 


le prod oil 

(p,q) 

oil p. q prennent les svstemes de valeurs qu’on vient dc dire, ad- 
met les meines zeros et les memes poles : c’esl une fonclion dou- 
b lenient periodique, comme il resulte tres aisemenl des for- 

mules i'XIL'K et. comme dans ce produit le coefficient dc — — es5 
; ' ; ' 1 1 
(__ i)« 2 -i — (— tandis que dans W n (u) il est egal a /?., il est 

clair qu : on a, dans tons les cas, 

(_i)«-n F;i ( M ) = n jq(') 

{ n, f n 
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en ecrivant, cornme nous le ferons dans la suite* X p . g a la place 
de <A» 

Si n est de la forme av -f* i. on pourra prendre pour/?, q les 
valeurs v, — v -j- i , . . . , — i , o, i , . . . , v — i , v, en excluanl 
la combinaison p = o, q = o. On est amene a grouper dans le 
produit les facteurs tels que dans Fun les indices soient les memos 
que dans Fautre, changes de signe, de maniere a pouvoir uti User 
la formule (VII,). Ce produit s’obtiendra, d'une part, en groupant 
les termes pour iesquels p est nub ce qui donee 

V v 

^0,-q = J| (p « — P«iv/i; 
q - 1 q - 1 

(Tail Ire part, en prenant deux lignes de facteurs pour Iesquels j> 
ait des valeurs egales et de signes contraires. ce qui donne 

V V 

j[ | ^p,q?&>-p,-q = (p U — pClpsj). 

q=-V q=-V 

et en donnant ensuite les valeurs i, 2, . . . , v a p. En resume, la 
fonction W 2v +\ (u) est representee par la fonction entiere cn pa 
de degre v + [v(av + i)]= - • / - que voici 


q='' />=* q==+' ' 

(CrV 3 ) 1 * p i v +i(m)= (av-f-i) (pu — pa^ q ) (pit — pa IKfJ i. 

<7=1 p-l q = — v 

Quand n est pair, on pent, en posant n = 2 v, donner a /?, <7 les 
valeurs — v + i, . . . , — i , o, -{- i , , . . , v — i , v, en excluant tou- 
jours la combinaison (o,o). On groupera exactement de la merne 
facon les facteurs pour Iesquels aucun indice n’est egal a v, et ce 
groupement fournira v — i + (v — i) (27 — i) = 27 (v — n fac- 
teurs du premier degre en pa. II restera a effectuer le produit 


V— 1 


V — 1 


Mais on a 


cR»v,v ^0,v -b V ,0 | | ah— | | 

l>= I q = 1 


dh V ,0 = |,o, ^h v ,v — ?2Uj c!bo,v — blO * 
et, par suite (XI 3 ), 

^’hvjV C'bojV ~ 2J? U, 
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d ? ailleurs, on a encore 

-A 7 ,.V A-p.v = ^.vcV-p.-v = P « - P(°>3 + <*p, 0 ), 
cVv,7 Av ,-q = p !< - p(“ 1 + ««,*)> 
et l'on voit fmalenient que. lorsque « est egal a av, on a 
(CIV 4 ) ’?„(«) = p'k.B, 

oil B est la fonction entiere en pu de degre [av(v — >)] + ;iV ~ 2 
o u - que void 

r = v _ 2 (j — x j — I 7 > = v-l r/=-HV-D 

4 V IT [p«'-p((03+flp, 0 )] |^J | J[ If 

7.T 7=i p=i < 7=— (v— i) 

On reconnait aussi aisenientque l’on a toujours, que n soit pair 
ou impair, 

iCIVs) l Pl(K) = « 2 '(P“ - P«/>,?)= 

( P, q ) 

en supposant que p. q parcourent separement an sjsteme de /i va- 
leurs entieres, telies que la difference de deux quelconques d’entrc 
elles ne soil pas divisible par en exclnant la combinaison ou les 
deux valeurs de />, q seraient divisibles par n. 

i59. Idexpression (CIV 2 ) de W„( u) n’est pas commode pour 
obtenir explieitement les fonctions entieres A et B de pu. Mais il 
es l aise de trouver une relation recurrente qui permette de calculer 
de pro die en proche ces expressions. 

Si, dans ^equation (A IL), on remplace respectivement a, b , 
c, u par a u. [j u, ru, ou , ou a, y, 3 sont cles nombres enliers, 
puis que Ton divise par une puissance de du dont I’exposanl soit 

( S -f* '[)- -j- { 6 — ( sc —j— o) 2 -\- (x — o)~ = 4 ( a- -f- |j- -+- Y 2 o 2 ), 

il vient 

? a+ p? tt .p? T+8 f r s - o ; 

de cette formule, on peut en deduire plusieurs autres propres an 
ealcul de nos polynomes. Si, pour un entier negatif ou nul quel- 



conque /?, on pose encore 

^n(u) 

if vient, pour [3 = m , y — 71, a = 1 , 0=0, 

puisque, comme on le verifie aisement, on a 

iF_ a = T a , T 0 =o, W 1 = i; 
en prenant m = n- pi, on a done 

= ^2^ - ^-1 n + i ; 

de meme, en changeant /?z en /i -j- 1 et 11 en 72 — 1 , on trouve 

= (w n ^n_, - w n ^n^)w n . 

Ces diverses formules permettent de calculer les polynomesT„ 
quand Findice est superieur a 4 > au mo yen des polynomes din- 
dices inferienrs ; ^F 2 est egal a — p' u, \F 3 et W A se caiculeront di- 
rectement au moyen de ia formule (CIV 2 ), en tenant conipte des 
expressions (XCVII) des cinq premieres derivees de pu en fonc- 
tion des puissances de pu. 

On trouvera, dans le Traite des Fonctions elliptiques d : Hal- 
phen, des procedes interessants qui permettent d’abreger beaucoup 
ces calculs. 


zt (nu) 
u I 


460 . II est maintenant Lien aise d’obtenir p( nu) au moyen de 
la fonction W n (u). En effet, la relation 


p(nu) — pu-- 


donne immediatement 


'[(n -j- i)n] 3[(n — i)h] 
3 -(jiu) ( 11 ) 


(GIVc) 


p(nu) — pu = 


/i-t-I ( n — 1 ( u ') 


et Ton a, par consequent, p(nu) en fonction rationnelle de p u 
pour tout entier positif n. 
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III. — Tlieoremes d’addition pour les fonctions c, sn, cn, dn. 


461 . Nous avons donne aux n os 405-406 les formulas d’addi- 
tion pour les fonctions £, sn, cn, dn. Le procede suivanl, oil lout 
ce qui esl essentiel apparlicnt ( { ) a Abel, perm el d’oblenir, 
pources fonctions, le theoreme d’addition sous une forme Ires 
generate, d’oii le lecteur tirera sans aucune difficulty les formules 
que nous venons de rappeler. 

Soil r = 1’une quelconque des fonctions ^ oa («), £ a0 ( lf )> 
u'o et soit j = y 2 . II cst clair que V expression 

oil z esl mis a la place de et oil F(^),/(s) designent des poly- 

nomes enliers en z, des degres respectifs n et n — 2 , est une fonc- 
tion doublement periodique a periodes 210 ,, aw 3 , qui n’admet 
qti on pule dans le parallelogramme des periodes, a savoir, le pole 
de la ibnclion ; que designe y; ce sera soit o, soit t o a ; ce pole est 
d'ordre 2/1 ; c’est aussi i’ordre de la fonction doublement perio- 
dique. La soninie des affixes des poles (confondus) de $( 5 ) est, 
dans tons les cas, congrue a o, modulis 210 ,, 2 w 3 ; il en esl de 
me me, par consequent, de la somme des affixes des zeros. Si done 
on determine les 211 coefficients des polynomes F(c) et f(z) de 
iaeon que <£>(;;) s’annule pour les valeurs u { , u. 2l . . u 2 n~\ at- 
tributes a ?/, on, si I’on veut, pour les valeurs z { , z 2/l ~.i 

atlribuees a z, celte meme fonction s’annulera pour la valeur 

If in — — U[ — U-2 — • • • — Uin~\ 

on pour la valeur eorrespondante z~ ln attribute a 5 . Les valeurs 
des coefficients de F(rjet de f (z) s’obliennent aisement sous 
lorme de determinants. 


> • ; loyez : Adel, QEuvres, 2 e edit., t. I, p. 532 . — Briosciii, Comptes rend us 
der Academic des Sciences , t. LIX, p. 999 . - Cayley, Journal de Crelle, t. 41, 
p. 07. — Glxther, Journal de Crelle , t. 109, p. 210 . 
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Ceci pose, la fonclion 

est 11 n polynome en ^ de deg re 2 n. En effet, z f - est un polynome 
en z du troisieme degre, com me il resulte du theoreme etabli an 
n° 433 , el comme on le verifie sans peine an moyen des formules 
qui donnent les derivees des fonctions \ : ce polynome du troi- 
sieme degre est evidemment divisible par z. Par suite, si Ton de- 
signe par a Q et a n le premier el le dernier coefficient de F(^), le 
premier et le dernier coefficient du polynome l F( :) seront respec- 
tivement ci\ et cr n . 

Mais les valeurs de ^ qui annulenl i sent 7,, z -m et 

Ton a 

Wiz) — ct'l(z -- zoiz—z,). ..<> — z. 2n ), 

d'oii Ton tire une serie d’idenliles en egalant les coefficients des 
diverses puissances de z \ en particulier, si Fon suppose z = 0, on 
aura 



et, par suite, en extrayant la racine carree 

Y/ , ft ll 

C\lt\.~r It 2 ~ t ~ • • • lt>n— 1 ) — __ j 

«o>'i 

y\, y*, * * * , Y-m-\ etant mis a la place de ;(?/,), c(y/o), .... 

on a airisi exprime le premier membre en fonclion ra- 
lionnelle des quantiles z(u^ n _i), .... 

Q ( M'±n —\ ) j comme il resulte evidemment de la forme de a /n a {] et 
de ce que Foil a z 1 = 2 c(u ) c'(Vj — 2 yy r . 

482 . II est dVilleurs aise de me lire en evidence dans ci n le facteur 
y\j r 2 - • - Vui-i et de determiner le sigue qu’il convient de prendre 
devant le second membre. Tout d’abord, on voit que, en faisant 
abstraction des signes, -f- t/ 2 -r.. .-f- u-m-i) se presente sous 

la forme du quotient ~ de deux determinants A, B de Ford re 
271 — 1; les lignes de rang r de ces determinants s’obtiennent en 
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remplacant u par u r clans 


7 

7 

K 

7 


.... y 

et dans 



T 

'■v. 

7 

T 

CO 

X 

y n ~ s y, 

•••> r/- 

Quant au signe, il se determine aisement [< 

3n supposanljp=£ 0a (w)], 

si Fon imagine que les quantites m,, u 2 , 

• • • y M-o n- 

i soient infini- 


men l petites du premier ordre; le terme principal de 


coa ( Ml -T- Mo -f- . . . -T- U-2n-l ) 

est alors -f- iu -f-... -f- u-m-x ) Jes elements, redints a leurs 
parties principales des lignes de rang ;* dans A et dans B, se re- 
duisent a 


iij’ 


Les suites 


u n 

// 2 it— 4 
u r > 

a?*-", .. 

, i. 

i , 

;, 2«-3 

•• 

. , u, 


> n - i , in — 3, 
in — 2, 2/2 — 4? 


I, 2/2 — 4, 2/2—6, O, 

O, 2 72 — 3, 2/2 — 5, , I 


presen tent respectivement 


— 2 et I + 2 + 3+ ...+ /2 — 1 


inversions, si Ton convient de dire que deux termes presentent 
une inversion lorsque le premier de ces termes, en commenoant 
par la gauche, est plus petit que le second; on en conclura faci- 
lement que le premier determinant est egal au second multiplie 
par * O" 1 («i — it* u.> n -\)] on a done en general 

£0Si( Mi -t" U-2 H- . . . -h ll*n- 1) — ( — l) w— 1 ™ • 


463. On reconnait de suite que le rapport quand on rem- 
place jv et y r par ajv, \y ' r , se reproduit multiplie par X; d’apres 
cela, en se reportant aux formules (LX), on voit que, si l’on 
ajoute u a a chacune des quantiles l’egalite 

prend la forme 

-4- 11-2 — . . .4- U-2n-l) — ( — i)" -1 
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en supposant que, dans A et dans B, y n y r represen tent z^( x u r 
c' a0 ( u r) * si 1’on ajoute au contraire cop a chacun des arguments u 
iu , . . . , Wo/z-i ; on trouve de meme 

SyPt M i“*- Wa-f-. . .4“ «an-l) = g ; 

cette fois, dans les determinants A et B, y r et y r representer 

iy(3 £y{3 ^/** 

Enfin, on a de meme 

SO (li { — Uo-r-.. ~ ll 2n - 1) = (~ I}'"' 1 ~ ? 

Y> 

A 

cn ( U { -r«o + ...v U-2K-1 > = 7T ’ 

Jt> 

, , A 

cln( a i -r- -T- • “ H- u-m-i) = g ? 

on, dans A et B, jv et y'. representent respectivement sn u n sn ! u, 
cn« r , cn^ 0 dn u r: d n F u r . 

Coniine on pent supposer qne iu , z _ i est nuL les formules pre 
cedentes sont generales. 



CHAPITRE V. 

DtVELOPPE.MEXTS EN SERIES TRIGONOMET RIQU ES . 


I. — Developpement de log5(t>)> de ses derivees et des fonctions 
doublement period! ques ordinaires. 

461. On a vu ^importance des developpements des fonctions 

c * en series trigonometriques, series qui procedent suivant les 
sinus ou les cosinus des multiples de viz et qui mellent en evi- 
dence les proprietes essentielles de ces fonctions. Les developpe- 
rneats en series trigonometriques que nous donnerons dans ce 
Chapitre ont egaiement une grande importance, surtout dans les 
applications de la iheorie des fonctions ellipliques ; mais i Is pre- 
sented. pour la plupart, un caractere tres different de celui des 
series relatives aux fonctions S(p) : ces developpements, en effet, 
ne sont plus convergents pour toutes les valeurs imaginaires de 
fargument. 

Nous nous occuperons d’abord de quelques-unes de ces series 
qui se deduisent immediatement des formules relatives aux fonc- 
tions &tV) : elles coneernent les logarithmes de ces fonctions et 
leurs derivees logarithmiques. 

16o. Commencons par rappeler la definition de la fonction ele- 
mentaire log sin^c. 

Les diverses determinations de cette fonction sont regulieres 
pour tons les points v qui n’annulent pas sin-rcp, c’est-a-dire pour 
les points dont Faffixe ffest pas un nombre entier. Les points 
pour lesquels ia fonction n est pas re gu lie re etant to us ranges sur 
1 axe des quantiles reelles, il est clair qu’on pent definir la fonc- 
tion log sin7:c comme fonction holomorphe de v, soit dans la 
partie superieure du plan, soit dans la parlie inferieure. 



1 1 1 


DEVELOPPEjIENT s en series trigonometriques. 

Envisageons en particulier la determ inalion principale de la 
fonctioa logsinmg c’esl-a-dire cede pour laquelle le coefficient 
de i est compris entre — - et -j- elle sera definie dans toute 
region du plan de la variable p ne contenant aucun point c pour 
lequel sin-p soil negalif on nul; or si Ton pose p = a- 2 - hi, oil a 
et b sont des no mb res reels, on aura 

sin t:p = sin-« ch ~b ~~ i cost: a sh rzb: 

pour que si 117:0 soil reel il faut done que a soil un multiple im- 
pair de i 011 que b soil nul ; pour que sin-p soil negalif on mil il 
faut, dans le premier eas, que a soil un nombre pair diminue de L 
dans le second cas, il faut que le plus petit entier mferieur a a 
soit impair. Done, la determination principale de log sin tzv sera 
definie dans toute region du plan de la variable 0 lirnitee par les 
paralleles menees a Faxe des quantiles purement iinaginaires par 
les points dont les affixes sont de la fonue 2/1 — oil n est un 
entier quelconque, et par les segments de Faxe des quantiles 
reelles joignant chacun des points dont Faffixe est un nombre en- 
tier impair quelconque, au point dont Faffixe est le nombre pair 
qui est plus grand que lui d'une unite. Les paralleles a Faxe des 
quantiles purement imaginaires sont perpendicuiaires a ces seg- 
ments, en leurs milieux. 

Ceci pose, nous delinirons de la maniere suivanle une function 
de 0 que nous designerons par Is (<-'), qui sera iiolomorphe taut 
dans la partie superieure du plan que dans sa partie inferieure, 
niais pour laquelle Faxe des quantiles reelles jouera le role de 
coupure, sauf toutefois entre les points 0 et 1, de sorte qiFen deux 
points de meme affixe, appartenant Fun au bord superieur, Fau Ire 
au bord inferieur de la coupure, les valeurs de ls(e) seront diflfe- 
rentes. 

Dans celle des regions precedemment definies on se trouve le 
point i, ls(e) sera, par definition, identique a la fonction holo- 
morplie de p, representee par ia determination principale du loga- 
rithm e de siiiTce; les valeurs de ls(p), lorsque Fon est sur les 
limites (a) de cette region non situees sur Faxe des quantiles 
reelles, seront fixees par continuite, en approchant de ces limites 
depuis Finterieur de la region; dans la partie d’une region con- 
tigue situee soit au-dessus, soit au-dessous de Faxe des quantiles 
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reelles. nous prendrons ensuite pour la fonction Is (p) celle des 
determinations de la fonction log' sin p, holomorphe dans la par tie 
de region envisages, dont la valeur tend, quand on s’approche des 
limites (a), vers les valeurs de Is (V) deja definies sur ( A) ; la fonc- 
tion ls(e) est ainsi definie dans une region contigue a la premiere 
et sur les limites de cette region : on procede ainsi de proche en 
proclie. 

On pent encore deilnir la fonction ls(p) par la formula 


Is f p) 



- cost: 
sin tip 




dv, 


en supposantquelechemin d’integrationne traverse pas la coupure. 

Le Tableau suivant, oil n designe un n ombre entier, ou r est 
suppose mis sous la forme a + bi, a et b etant reels, et ou les 
logarithmes sont toujours supposes avoir leur determination prin- 
cipals, donne la definition precise de la fonction ls(e) a laquelle 
on parvient ainsi. 


I. Partie superieure du plan, b > o. 

4 n i - 4 ^ 3 i/\ i 

— <£< — - — ? Is(r) = log siiittp — 2 nizi, 

/ ^ j 

u = - — - — 7 ls(p) = log ch~& — (2 n — i)tt i. 

Bord superieur de la coupure , b = o. 

| in < a < ‘in 4- i, ls(p) = log sinira — 2 mzi, 

2n — 1 < a < 2/z 4- 2, ls(r) = log | siii 7 r a | — (2 n 4- 1) n i. 

CVj } { 


II. Partie infer ieure du plan, b < o. 


4 ft 1 . ^ in 4 - 3 

< a < , 


4 n — 1 


Is (v) = log sin ttp 4- umi, 

IS(^) = log CllTl 6 4 - {‘in I ) 7T £ . 


Bord inferieur de la coupure, b — 0. 

2 /z <a<2n-r t, ls(p) = log simra 4- imzi, 

2/1 4-1 < a < 2/1 4- 2, ls(v) = log I sinTia | 4- (2/1 4- 1) izi. 


DEVELOPPEMEXTS EX SERIES T R I G ON OM E T R I Q L'E S . If3 

Les valeurs de Is 1 c >. lirees de I et de If. coincident le Ionic de 
laxe reel sar le segment qui va cl u point o an point 1. et, en eiTet, 
ce segment ne fait pas parlie de la coupure qui comprend seule- 
ment les deux parties de Faxe des quantiles reelles allant de o a 
— x et de i a — x. 

On observera que Ton a to uj ours 

Is ( r — 2 n ) = Is ( v ) zi 2/2“ i. 

en prenanl le signe superieur ou le signe inferieur. suivant que 
Ton est dans la region superieure ou inferieure du plan. 

466 . Posons main tenant 


/( r) = ( 1 — 2 cj- n cos 2-c -r- q'* a ) = 1 — q- n ( 1 — e-- VTj \ ; 

n = 1 n — 1 

on aura, en designant par A le nombre 2 cp qui ne depend 
pas de p, 

STj ( v ] t ) = A si n 7 : vf( v ), 

d'ou, en prenant les derivees et faisant r == o, 

(ob) = Ar/(o), 

et, par suite, 

puis, pour une determination convenable des logari dimes, 

log^iO I *) = lo § ~ (o |t)h- logsinxp ^log 

Ghoisissons arbitrairement une determination de log^ 3 ' (o]t); 
prenons pour log sinrep la fonction holomorphe Is (p) definie plus 
haul; observons enfin que, si Pon poseT = t-r-it ! , en designant 
par t! des nombres reels, la fonction /(e), dont les zeros sont 
les mernes que ceux de la fonction 3 ^ (p), a l’exception des zeros 
de cette derniere fonction silues sur i’axe des quantiles reelles, 
ne s’annule pas entre les deux paralleles a cet axe, menees a une 
T. et M. — III. 8 
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distance tie cel axe egale a t\ en sorte que les diverses determi- 
nations de la fonction log 'Q— peuvent elre definies comrae des 

fractions holomorphes de v enlre ces deux paralleles; choisissons 
eel 1 e des determinations qui s’annule pour e = 0 . Des lors la fonc- 
tion log S’, f c j 7 ) sera definie pour tous les points sillies enlre les 
deux paralleles, cxceple les points pour lesquels v esl on n ombre 
entier, sauf a regarder conime dislincts les points de meme afdxe 
qui sont sit ues sur des bords differenls des deux coupures, allant 
sur Faxe reel de 1 a -f - go et de o a — 00; a l’interieur de la re- 
gion limitee par les paralleles et les deux coupures, elle est li 0 lo- 
in orp lie. 


467 . Occupons-nous d’abord du developpement de la fonction 
log/ugi. En posant r = a-j- oil a et (3 designent des n om- 
bres reels, on aura 

I £>2 vtJ [ = | etfxrJ I - 7*2(3, 

ou h design e la valeur absolue de q; on aura done 


; rf-n e-vrJ | = A*l*+P>, j cf-n e -2 vrd | — /* 2 («-( 3 ) ; 


si 3 est en valeur absolue plus petit que 1 , les quantiles prece- 
dentes seront Louies deux plus petites que 1 ; done, puisque la 
fonction 

, x x~ x z 

X) = 


log (1 - 


X 

I 


ou le premier membre designe la determination principal de 
3og< 1 — xj, esl une fonction holomorphe de x tant qu’on a 
l x < 1, les fonctions de r 


log ( I — - q*n e ±*vrJ) — _ ^ I q2nr e =2rv%i^ 

r = 1 

7’= 30 

log(i — aySKcosaer-i-grVK) = — V 1 qinr C0S2 ,. px 

r = l 

seront holomorphes tant que bon aura | [3 | i . 

La serie 

n — ac 

^ log(l — 2 q- /l cost'll -f- q 1 *' 1 ), 

77=1 
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cn supposant qirelle soil convergenle. est dvidemmeni one ties 
determinations de log/Yr) ; la convergence de cette serie el le 
fait qtie sa somme est une fonclion holomorphe de c. iantque 
Ton a | 4 S j < i . seront etablies a la fois (n° 37) si Ton prouve 
que la serie double 

- q- nr cos 2 /’f~ t n. r — i. •;>. 3, . . . , 

* 2 ./\ 

est absolument et uniformement convergenle taut que -i', est 
moindre qu'un nombre plus petit que i. Or on a 

2 co 5 2 / tt : = e- rv 7 Zi e~- rvT ^ = q- r s — q-- r s e~- r ^ 7: i 

et, par suite, 

j 2 COS Il'V ~ | < 7*2 j\3 -f- /i~2r t 3 ; 


des lors il suffit de prouver la convergence des series a termes po- 
sitifs 



/l'2 In-bp 



(n, j'i 


qui est evidente lorsque Ton a | [i j < i, puisque la somme de la 
premiere serie, par exemple, est egale aa logarithme de Pinverse 
du produit infini 

n=x> 

jq (r _*»!«+] ?)). 

n — 1 


Nous pouvons done, en supposant | j3 [ <^ i , definir log/(e), 
comme des functions holomorphes de v par les egalites 


loc/10 
3 /( O) 


log/(p) =— 2 7- 9 ' 2 '"' co52 "~ = “'2 : T77 


l02f 


/(■>) 

/(O) 


m,r\ 
r— so 


cosa/vr 


y — -(asiirpry, 
/'(I — q-> ) v 2 


et cette determination de log estbien celle qui s’annule pour 
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468. II s u flit de remplaccr log P ar developpement pre- 
cedent. dans Fexpression de logS’ i (r) definie plus haul, pour avoir 
le developpement cle cette fonction en serie trigonometrique. 

li est clalr que le procede employe pour develop per log Sr 4 (r) 
en serie trigonometrique s’applique aussi bien aux trois autres 
fonctions S(r); nous reunissons ci-dessous les formules ainsi 
ubtenues, qui peuvent etre utiles dans diverses circonstances : 


lOe.-' i ( r ) : 


loff - ^’i(o)-h log suit: V-T- 'V — — ~ r — (‘2 Sill /'ep) 2 , 

~ ~ r(i — q- r ) ' J 


r=l 

7' = X> 


!o"2r.>f'v") = Io 


CV,i / 


^ ( jp’ cf~ ,% 

g.J 2 (o) -r- log COS 7C P -h > !— (2 sin/’TTp) 2 , 

JmU /gl C]* ) ' 


logoff) = logSr 3 (o) -i- - L A JL- ( 2 sin rite)*, 


r — 1 

/’= r so 


log^i(r ) = log.%(o) "V — — — — — (2 sin riz r ) 2 
jLi r(i — q 2r ) v ' 


Si Ton supposes mis sous la forme p=aH-(3x, ouaet [3 designent 
des nombres reels, les deux premiers developpements sont valables 
sous la condition j[3j<i, les deux derniers sous la condition 
1 P; < i- On doit prendre pour log siller la fonction ls(p), pour 
log cos~r la fonction ls(c -+- ^). 


469. Ces formules fournissent immediatement les developpe- 
rnents des logarithmes des quotients des fonctions Sr et, par con- 
sequent, des logarithmes des fonctions sn, cn, dn et de leurs 
piotients : on a, par exemple, 


Ids ? 


sn ( a K n j = 2 Iog 2 r,( 0) ■+■ log sinito-Y — £ ( 2 sin ric t > )*, 

Jmd 7*(r H- q> ) v 1 ’ 


lo«r cn ( 2 K r ) =* ! r 




I log d n ( 2 K V ) = — - AC 1~ } 1 -To sin for T \ -]■■> 

/• = 2 1 J 


oas la condition | .3 | < 
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On dedal t aussi, par differentiation des lormules obtenues pour 
les f auctions £r(r). les developpements 


(GVO 


£00 

1 <7 j 

-b 2 ( V) 
( V ) 


= - cot 


-- :r.y-£ 


i — q- 


sin 2 r r. c. 


= — tt tang- v — 4 - y ( — i) r — J : sina/’Trt 1 . 


r J' lr 
I — q- 


y.y. i-or-HL 


SHl'J/’ZO 


1 — <r 


7\(v) , q r 

r-~ = 4 - > — - — -sins/’^E, 

v /• — 1 

qui peuvent etre differenties a lenr tour. 

En se reportant aux lormules (LXXYL), (LXXIXt), on deduit 
de la derniere formule (CV 4 ) la relation 


(CV 3 ) 


C 1 • r ~ x 

Z(X ) = — > Sin -rr-j 

k Ami i — q- r K 


pourvu que le coefficient de i dans ^ soil inferieur en valeur ab- 
solue a 4- 


470. Les formules (XXXIII 3 _ C ), en prenant les logarithmes 
des cleux membres, fournissent les developpements 


lo 2 : 3 11 = log 


2 03 4 


r a u 2 . . r,u ^r\ q / . /•- 

— lug sin > 7 — 2 sin — 

‘2Wi /’ ( I C}- 1 )\ 2 OJ 


2(jj l Ami r(i — q‘ lr ) ' 
/•— 1 


GVIi) 


, r^zz 2 . ~Z£ V 1— I) r ^ 2/ / . r-rzA 2 

log ! Z^ = r- log COS 7- > -7 — ~~ 2 5111 * 

& 2(2>i ° 2 0J L r(l — q 1] ) \ 2 032, 

/_ 1 


lo 


r—ic, 

r 1 u- ^ ( — i) r g r 1 . mu\- 

g rf„ U — — r- 7 4— f 2 Sin ) 

" “ 2 032 mU r ( I — q- r ) \ 20J1 / 

( 


r - 1 


, ^ T\i U* , v 7 r 

= 

/•= 1 


. r-uy- 
2 sin 



On a a a ss i 


T. i w ~ 

' = : COt 

& l 


Till 2 ~ ^ ^ 7 2r . r-U 

: y i — Sill 

* 2 co ! ‘ co. 1 — q' lr ojj 


/■ = l 

/■ — 30 


r i ;; ~ t.u iY q- r . rizu 

r £ « = tans h — V dr- sin 

Ci>| 2 OJi 2 to i C0 1 1 — q~ f 


CO 2 


CVI- 


t • zc 2 - ^ri ( — i)'’<7 r . r-u 
:.,u = — -: > dr sin 

CO] CO i ^4d I — £ 2 ' COjl 


. ;*7rz/. 


r 2 u 2 7: ^ 7 

: = — — > - — L —r r sm ■ 

CO 2 CO 2 Jmd I q - 1 COi 

/’ = 1 


eL par suite. 


P« 


T. i / 73 \ 2 , 73 Z£ 2 7C“ ^ rcf-> rizu 

— ' h cosec 2 7 > — — — — cos 

COj \ 2 CO] J 2 CO 2 CO- I q~ r CO 2 


~ V 2-2 V-t (_tVr 9 2r ,-T.ll 


fu - Wl) = - 5L h- f JL )%ec2 ™ ^ V d 

CO] \ 2 CO j / 2 CO] CO 2 .Ad 1 


COS — 

q zr wi 



p { u W3 ) = — 


52 

CO I 


52 

COi 


v trJllSl 

CO 2 ^rni 1 — q- r 
r = 1 


COS 


/* TT 


COi 


/•— oo 



COS 


J'T.ll ' 
COi * 


cl’ou Ton deduit aisement, par differentiation, des formules ana- 
logues pour les derivees d’ordres quelconques de pu, p(u -b co a ). 
Si Ton suppose u mis sous la forme u = 2 aoi 1 -f- 2(3to 3? ou a et [3 
design ent les nombres reels, toutes ces formules sont valables sous 
la condition j 3 j < ~ r Celles qui coneernent logG'w, logs'] u et leurs 
derivees sont meme valables sous la condition | [3 | < i . 

On deduit immediatement des developpements obtenus pour 
les ionctions login, logs',* z/, ceux qui coneernent les douze fonc- 
tions logc(tf); ces developpements sont analogues a ceux que 
nous avons ecrits pour les fonctions log sn p, log cn p, log dn v. 

471. Les fonctions Z(x) peuvent servir d’elements simples 
dans la decomposition des fonctions doublement periodiques de 
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premiere espece a periodes 2 to,, ow :! on 2 K.. >/fv : les developpe- 
ments precedents (C\ 3 ), (CYL) fourniront done, pour toute fonc- 
tion doublemen t periodique de premiere espece. im dcveloppe- 
ment en serie trigonometrique. Le iecteur pourra appliquer celte 
methods aax carres des fonctions c oa (w), z^ 0 (u') : on en- 

core aux carres des ionctions sn, cn, dn, de leurs inverses et de 
leurs quotients mutuels ; nous nous contenterons de citer la 
formule 


(CV c ) 


/c - K- sn- 


1 Kx 


Kr __ y 


XCjr 


q-r 


qui est une consequence immediate de la formule (Clip. (n° 406). 


472. Chacune des series qui figurent dans les formules (CV. s _ n ) 
et (CVL) pent etre mise aisement sous la forme d’une serie a double 
entree; ainsi, Ton pent mettre l’expression (CV 5 ) de Z (x) sous la 
forme 


Z ( K X ) — ^ ^ qr *s-D s i n r - x , 


nr -ls—l) \pvr>xi_ 

iK Zu 1 [e 


ou r et 5 prennent toutes les valeurs entieres positives. 

Dans chacune des series a double entree ainsi obtenue on pent 
effectuer la sommation d’abord par rapport a r; on obtient ainsi 
de nouveaux developpements en serie pour chacune des fonctions 
envisagees; ainsi 


Z(Ka’) = ^2 

S - 1 


sin tzx 

1 — 2 q~ s ~ l cos 77 x -f - q 2 02a'-1' 


Ce developpement s’obtiendrait de suite en prenant les derivees 
logarithmiques des deux membres de la formule (XXXII 8 ); en 
se placant a ce point de vue, on voit qu’il est convergent quel que 
soil x. II en est de menie des developpements analogues que le 
Iecteur trouvera dans le Tableau des formules place a la fin de 
FOuvrage [(CV 4 _ 5 ) et (CVL)]. 
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XI. _ Beveloppement des fonctions doublement periodiques 
de seconde espece. 


473. Considerons ( { ) F expression 


F (q. x,y) 


\ Pi (0 pi (# 7 ) 

‘2 pi(^)?i(/)’ 


ou les fonclions p sent celles qui sont definies par les formules 
1 ' XXXII). de sorte que Pon a 

2 (— i)" T ’v q T ^ (— O” 5 " a7- v 7~ v ) 

q , . 'J' ; = — ' ■■■ - — — 

V (— q )” 1 ‘X 2/« ^ (— y )»i a jSffi 

I/W) (»*) 

?„ 2 II (‘ ~ ? 2fl ^ s 7 2 ) JX (I — 

(/?) 

JJ(i- ? var>)JJ(i— ? v a?- 2 ) (1 - '/'O' 2 ) JJ — 

-V, IV) (V) (V) 


v doit prendre toutes les valeurs impaires el positives, m Ionics 
les valeurs entieres positives, nulles el negatives, n loutes les va- 
leurs entieres el positives. 

Cette fonction F(q,x,y) est clefinie pour toutes les valeurs 
de x, y qui ne sont pas nulles et qui n’annulent pas p 4 (x) : p /( (y)- 
Les valeurs de x, y qui annulent p 4 (#), pt(y) sont comprises 
dans la formule d zq RJr *) si Ton pose ] cj | = A, on voit qu’elles 
sont representees par des points diametralement opposes, situes 
sur des cercles ayantPorigine pour centre et ayantdes rayons egaux 
a /^‘ r 2 * sur chacun de ces cercles il existe an couple de ces points 
et tin seul. Si Lon considere la fonction F (q, x, y) com me une 
fonction de x seul, par exemple, tous les points x = dz q n+ ^ se- 
ront des poles simples de cette fonction, comme il resulte eviclem- 
ment de la seconde forme sous laquelle elle a ete mise. 

Dans Fespace annulaire compris entre deux cercles consecutifs 
il n'y a pas de point qui soil un zero pour p*(x) ou p 4 (y) : tel 


( ! ) Voir Kroxecker, Monatsberichte cler Berliner Akademie , 1881 . 



est, par exemple, Fanneau compris entre les deux cercles de 
ravons Jh et • Nous aurons bientdt a nous restreindre an cas 

a 

oil Tune an moins des deux variables x : y est representee par un 
point si tu e a Finterieur de cet anneau, c : est-a-dire que nous sup- 
po serous que x ou y verifient les inegalites 

\/h < \x ! < — — r 7 \ / Ti<\y\< 

vli \ /h 

il est clair que -F- ou — verifient alors les memes inegalites. 

^ \x\ \y\ 

Pour toutes les valeurs de x : y qui verifient a la fois ees inega- 
lites, la fonction F(y. x, y) est finie et determinee. La fonction 

s’annule aux points ±: \Jq, d= — situes les deux premiers sur la 

V q 

limite interieure de Fanneau, les deux derniers sur la limite exte- 
rieure. Autour des points ± \J q comrne centres, avec un rayon 
Ires petit, decrivons des cercles et supprimons de Fanneau la 
partie interieure a ces cercles; aux points despetites regions sup- 

primees correspondent, par la transformation des points 

dont Fensemble constitue deux petites regions, interieures a 1 an- 

neau et voisines des points ± supprimons-les encore et desi- 

V q 

gnons par (A) Fanneau ainsi modifie. On observera que si x est 
un point situe dans (A), il en sera de me me des points — x, 
d= x ~ 1 , et que si x , y sont assujettis a rester dans (A) ou sur son 
contour la fonction F (q, x,y), regardee soit comrne fonction de x< 
soit comrne fonction dey, sera holomorphe ; en particular, il exis- 
tera un nombre positif N tel que Fon ait 

I I < N * 

Laissons de cote, pour un moment, les restrictions imposees a 
x et y; les proprietes suivantes, de la fonction F(q, x,y), 

( a) F(q, x, y) = zz'q^'x^'y^i F(q, zxq" , i’yq rl '), 

(P) F(?, y~ l ) = — X'.y), 

ou s, e f represented ± i et ou /i, /i' designed des nombres en tiers 
quelconques, resulted ai semen t des formules (XXXIV 7 ). La pre- 
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mi ere de ces deux relations montre, en parliculier, comment 1 on 
pent ramener le calcul de la fonction F {q,x, y) lorsque x el y 
soul represents par des points exterieurs a. Y a ire (A), an cas ou 
ils appartiennent a celie aire, pourvu que les points x, y soient a 
une distance suffisamment grande des zeros des fonctions 
z ■ r A 

i 71. Considerons main tenant Fintegrale 

J dz : 

dans laquelie x sera regardee comme une constante assujettie 
seulement a elre representee par un point cjui appartienne a 
Faire (A); quanta y ce sera une constante telle que p , t (y) ne soil 
pas nul. Nous allons montrer que, si l’on prend cette integrate 
sur la circonference d’un cercle ne passant par aucun pole, ayant 
son centre au point o, de rayon infiniment petit ou de rayon infi- 
nimenl grand, elle est infiniment petite. Admettons, pour on in- 
stant, qu’il en soil ainsi. 

Entre deux cercles ayantpour centre commun le point o la fonc- 
tion FAF: , - l , ou ^ est la variable, est univoque ; elle n’admet pas 

d'autres singularity que des poles, en nombre fini, quand on a 
fixe les deux cercles, a savoir le point s =y, que Ton peut tou- 
jours supposer sitae entre les deux cercles, et ceux des points 
- — nz <j n " r - , ou n est un nombre entier, qui sont aussi situes entre 
les deux cercles. Tous ces points sont des poles simples de la 

fonction - ' consideree comme une fonction de js. Par suite, 

lorsque le rayon d un des deux cercles croitra indefiniment, que 
1 autre decroitra indefiniment, la somme des residus de la fonc- 

. P ( (1 , cc , Z } 

i- 10n - y 7 residus dont Fun est F (y, x,y), tendra vers zero. 

On prevoit ainsi qu on obtiendra F (q,x : y') sous forme d’une 
serie. On voit meme, puisque Fintegrale est infiniment petite sur 
le cercle infiniment petit, ou sur le cercle infiniment grand, que 
la bomrne des residus relatifs aux poles compris entre deux cercles 
ayanl pour centre le point o tend vers une limite quand le rayon 
du cercle interieur decroit indefiniment ou que le rayon du cercle 
exterieur grandit indefiniment. 
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475. Designons par R un n ombre posiiif fixe, assujetti seule- 
ment a cette seule condition : le cercle decrit do. point o cornme 
centre avec R comme rayon a sa circonference conlenue tout en- 
liere a Finterieur de Paire (A). Considerons le cercle i C i decrit 
de Forigine comme centre avec le rayon R Ji n : n etant un nombre 
enlier positif que nous ferons tout a l’iieure grandir indefiniment 
et que nous supposons de suite assez grand pour que le pointy* 
soit a Fexterieur du cercle (C). Ouand n grandira indefiniment le 
cercle (C) deviendra infiniment petit; nous allons montrer que 
l’integrale 

HhEiIj dz , 

~—y 



prise le long de ce cercle, tend vers zero quand n croit indefini- 
ment; si Pon pose en effet 


cette integrale devient 


: = R h n 


, . ~ 7 C F(< 7 , x. Rh n e l ~ M ) 7 

zbixR/i" / - - K -7- ■■■ du, 

Rh n e ir * u — y 


oil le signe depend du sens dans lequel on parcourt le chemin 
^integration; d’ailleurs on a, en vertu de Fegalite (a) du n° 473, 
ou Ton remplace £ et s' par -j- i , n par o, n! par — n et y par 
R h n e £ ™ 9 

F(q,x, R h n e i7CU ) = x~- fl F (q , cc, Rh n q~ n e irjt ) ; 


et, puisque la valeur absolue de q est A, la valeur absolue de 
J\.h n q~ n e i%u est R; en d’autres termes, le point R h tl q~ n e l ™ ap- 
partient a Paire (A) ; on a done 


| F ( q , ce, R .h n q— n e irui ) | < N, 


et par consequent la valeur absolue de Pintegrale consideree est 
m o in dr e que 

2 7:2 NR hn 


t: R 


h n r 

1 


N du __ 

\y\ — R/i' 1 \y | — R h rl | x \- uJ 


comme est plus petit que i, il est evident que cette quan- 

\ ^ r 

tite tend vers zero quand n augmente indefiniment. 
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iT6. Soil maintenant C 7 on cercle de centre o et de rayon egal 


a if—, — • Gonsiderons la difference des deux integrates 

K it 


r 


F q, X. . 




F (cj, x, z) 


-rfh 

J [C) 


F(y, .r, z) 


-y) 


clz , 


dont la seconde est nulle puisque la fonction F (< 7 , x, z) est im- 
paire et que le contour (C') est symetrique par rapport au point o. 
Si Ton change 3 en le contour (C 7 ) devra etre rem place par le 
contour (C) et, en tenant compte de Pegalite 


F (q : x, z~ l ) = — F (q : x~ l , z), 

qui resulte de Pegalite (3) do n° 473, on voit que le second 
membre prendra la forme 


f F( q, x~ l , z) j f F (q^-Kz) 

3 J c , ^= 7 ) d ---.L =-r-‘ 


or cette derniere integrale appartient au type precedemment etu- 
die, sauf le changement de x, y en y - 1 , changement qui 
n'altere pas les consequences; cette integrale tend done bien vers 
zero quand n croit indefiniment. II en est de meme de Pintegrale 
proposee quand le cercle C 7 grandit indefiniment, ainsi qu’on l’a- 
vait annonce. 


477. II nous reste a evaluer les residus de la fonction de z 

F (q,v,z) 

*-y 

Le residu relatif au pole y est F(q, x : y). Le residu relatif au 

pole zef^- s’obtiendra en remplacant z par dans P expres- 

sion 

_ 1 Pi (0 Pi (3*0 . 

2 (-~ y ) ?*(&)&(*)’ 

le calcul se fait sans peine au moyen des formules (XXXIV 0 _ 7 ), 
(XXX\ 4 . 0 ), et Pon trouve, pour le residu clierche, la valeur 
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On voit de suite que les deux series, dont le ternie general se 
dedint de la en remplacant £ par -p i on par — i, sent absoiu- 
ment convergenles quand on donne a n les valeurs o. 1 . 2 . 0 . — x : 
il n : en est pas de meme pour les valeurs negatives de n: pour 
avoir une serie absolument convergente, if fan t reunir dans le 
ternie general les deux residus relatifs aux valeurs — 1 et — 1 de £ 
et 1’ecrire 

1 ^1 _ ^ 1 

1 (qx~-) 2 1 ( qx — 2 ) ’ 2 __ y ( q x~- \ 2 __ y (qx~'\ 2 > 

3 ^TT ~ 3 7/T ~~ y 2 — q in ^ ~ i — yq-^i-i’ 

y + q - y—q 8 


sous la derniere forme, la convergence absolue de la serie dont on 
vient d’ecrire Le terme general, quand on donne a n les valeurs 
— i , — 2 , — 3, . . . , — x, est manifeste. 

Ajoutons que la forme \~~T t y trouvee plus haut pour 

une limite snperieure de la valeur absolue de fintegrale envi- 
sagee, met en evidence (n° 30) ce fait que la serie 



i 

n-h- 

r ( q X~- ) 2 
yS—qin+l 


est uniformement convergente pour l’ensemble des valeurs de x 
telles que l’on ait | x\^ct y/7i, en designant par a un nombre fixe 
plus grand que i ; l’integrale, en eflfet, n’est autre chose que le 
reste de la serie. Une consequence toute pareille concerne la serie 
analogue relative aux valeurs negatives de /!, pourvu que I on ait 

x' 1 

as/ h 

478. En ecrivant que la limite de la somme des residus de la 
fonction relatifs a ses differents poles, est nulle, on 

y 

trouve, en remplacant F(q, x,y) par sa valeur (n° 473), 


(GVII3) 


* = = VLZI 

pi (1) pi (^7) = , y g 2 _ 

p ( r) i-j 

n = 1 


^ q 2 y x- n ~ x 
2 2d 1 — y 2 q- n ~- 1 

n = 1 


ou chacune des sei'ies est absolument et uniformement corner- 
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i^enle sons les conditions qiu viennent d’etre expliquees. Rien 
r/empeche done de differenlier terme a terme, si on ic desire. 

•479. La formule (CVII 3 ) peut se transformer de diverses ma- 

meres en aj ou tan t aux arguments r, w les quantiles -> ~ on — - — ? 

ee qui revient. a multiplier x on y par f, y !q on i\/q* 

Les changemenls de cetle sorte que 1’on peut faire subir a w 
ne deman dent aucune precaution puisque w est quelconque. De 
iiieme quand on ajoute | a o, il est clair que, les conditions 

V' /T < I x I < -C , /A < I ix I < X 
y k yh 

etant identiques, le domaine de convergence de la serie n’est pas 
modifie par ce cliangemenl. 

II n'en est plus ainsi quand on change x en x\jq\ pour que l’e- 
galite (C\ II 3 ) reste valable apres ce changement, il faut que Ton ait 


c*est-a-dire 


A <\x\/q i . 


A 


\\b\ 


I 

IV 


Supposant d'abord que x satisfasse a ces conditions, nous 
aliens remplacer, dans l’egalite (CVII 3 ), x et y par x\fq,yspi\ 
la modification a apporter au premier membre resulte des for- 
mules <: XXXFV 5 _ G ) et Ton trouve 


Li (l) pi (tv) 

?1<X) Pi iy) 

La premiere serie est convergente pourvu que I’on ait \x | <; 

c est la seconde serie dont la convergence impliqne la condition 
;.r : > i ; il est naturel, pour essayer de relrouver une expression 
analogue a celle de F (q, x,y), d’introduire dans le second membre 
la serie 

q- n x~^ n y — 2 



- 2 - 


CC — 2/?-r 


r -r 


1 


q- n x~ n y~ 


-yi c y 
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cj ii i converge pourvu que Ton ait ] x\ 4> Ji ; en ajoulani et retran- 
cliant cette quantile, le second membre prend la forme 

c l~ n ox~~ n y~- _ q~ n x- n y- __ 2 _ ^ y q*-» .?-? V~- - . 

~^Jmd I — y—'2qin ~ J l y* q\ ill ‘ j _ y—2 ^ J^d 1— ,-/*'* 

n = 1 n — 1 ?2 — i 

mais la derniere serie se red nil a 


n — as 



n = 1 


on a done fina lenient 


p\(i) pi (xy) 

pi (a?) pi (7) 


(GVIIi) 


x -f- x ~ 1 y — y ~ i 
• jk— J'- 1 


Tl—OS 




Cette egalite est demontree sous la condition i << | x ; <j \ mais 

les series sont convergentes sous la condition h < \x j et Vt- 

galite subsiste si ces dernieres conditions sont veri flees, puisque 
les deux membres sont des fonclions analvtiques de x ; on pent 
s’en convaincre encore en ehangeant x , r en x~~ 5 , y~ 1 , ce qui 
change le signe des deux membres, et ce qui rarnene la valeur ab- 
solue de x a etre comprise entre i et A, si el le etait comprise 
entre i et \ • 


480. Puen n’empeche maintenant dans les deux egalites (CVII* } 
et (CVII3) de changer y en iy,y\/q , iy\ ic h P ll ^ s : dans les resul- 
tats, x en ix. Chacune de ces deux egalites en engendre ainsi 
sept autres; on a, en tout, seize egalites de meme forme qui four- 
nissent des developpements pour toutes les quantiles Lelies que 

p'Ayr) /a = 1 , 2 , 3, 4\ 

?o(x) =1, 2, 3,4 ) 

Nous reunissons dans le Tableau (CVII,) ceux qui se rapportent 
aux indices a = 1 , 2 ; p = 1 , 2 ; dans le Tableau (CVIL) ceux qui 
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sc- rapportent aux indices a = 3, 4; [3=1,2; dans le Tableau 
CVII;.'; ceux qui se rapportent aux indices a = i, 2 ; [5 = 3, 4 5 
enim dans le Tableau (CVII 4 ) ceux qui se rapportent aux indices 

x = 3 . 4 • 3 = 3.4* 

Les formules (CVH*_ 2 ) supposent A<|#|< ^ ? les fonnules 
(CVIIa- 4 ) supposent \ h < | # | < • 

481. Si Ton remplace x et y par e'' rd , e w ™, les seize developpe- 
ments precedents se transforment en seize dexeloppements pour 
toil tes les quantiles, Lelies que 

2 r a ( p -j- n>) /a = 1 , 2, 3 , 4 \ 

y (3 = 1 , 2 , 3 , 4 / 

on les trouvera sous les memes numeros (CVIIi_ 4 ) dans le Ta- 
bleau des formules. Les deux egalites (CV.11* ) et (CV1I 3 ), par 
exemple, etablies aux n os 478 et 479, se transforment en 


7\ ( 0 ) STj (v «’ ) 
%i(y) tji (w ) 


A sin (zmzv -f- 9.TZW ) — q 2n sm?.m:v 

> a*-"- j 

Jsd 1 i — 2 g' ln cos 2 71 w h- q* fl 


»cvn 5 ) 


I ?7\ t‘o ') S’! ( r -f- w) 

I 4 - 

^ ^ = * 2 n-l 

*■ ^ — sin [(2/1 — 1) tip — ~ cv] — ^ 2 «- 1 sin [(2 n — r) tzp — n cr ] 
1 — cos 2 77 w -1- q ! > n —~ 



La condition h <^\x\<ij i equivaut manifestement a la con- 
dition 



ou le symbol e Si place devant une quantite signifie que Ton doit 
envisager la partie reelle seulement de cette quantite. De meme, 


la condition \/h < ] x | < 


- 7 = equivaut a la condition 
y h 



< 2 dl 
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Si 1 ’on pose r ==? a - 7 - 3t, en designant par a el A deux n ombres 
reels, on peut dire anssi cjue les formules (C\ II}_- out lieu sous 
la condition | j3 J < 1 el les formules (CA sous la condition 

I i J I < 2* 


482. Nous aliens maintenant supposerque la variable y ve rifle 
les conditions h <C | y \ < ^ dans les formules (C\ If.;;, les con- 
ditions fit < ] y ] <C -4 dans les formules (CA IL. 3 ' 1 . 

V h 

Placons-nous, par exemple, dans le cas de la fornuile (CA Ilf): 
en supposant que les valeurs absolues de x.y soient ton les deux 

comprises entre \/h et , et en designant par u, v des nombres 

vh 

impairs positifs quelconques, on aura 


2 * - 2 em 2 ^ - 2 ? r * 


done 

(CVII7) 


(v,[i) 


' ' ‘ (v,a) 

I ( O ) 1 ( C -4- (E ) 7- . 

— i — y Cf - Sin (v-P ~ ILT.iV 

4- ST4(^)Sr*(») ^ 1 K ‘ ' 

(V,[X) 


En nous placant dans le eas de la formule (CAI1<) du n° 479, 
on aura de meme, en supposant que les valeurs absolues de x, y 
soient toutes deux comprises entre h et ^ et en designant par /z 
des entiers positifs quelconques, 


( CVII 4 - -dfl = COtTZC-r- COtTC^-hf^y Sm(> /2 TTC-r- 2 Ttl 7T HP . 


Lesquatorze autres fornmles (CVII 1 _. 5 ) fournissent des develop- 
pements analogues en series trigonometriques a double entree. 


483. II esl aise (* ) de deduire, de cliacun de ces seize develop- 


(« ) Voir Halpiien, Fonctions elliptiques } t. I. p. 4^* 
T. et M. - III. 



pements, d es series ires rapidement convergentes et convenant, 
par suite, aux calculs numeriques. 

Place ns-no us dans le cas de la formule (CVII 7 ) da n° 482 el 

— 

groupons dans la serie a double entree q 2 x v y\ h , qui figure 

IV, [A] 

dans son second membre, to us les tenues pour lesquels la diffe- 
rence a — v des deux indices de sommation est egale an menie 
nombre positif on nul, que nous designerons par 2 s puisqu’il est 
necessairenient pair. L' ensemble de ces termes sera represente 
par la serie 

^ c l-‘ x' J y'' +i> (v = r, 3 , 5 . ...); 


Pensemble des termes de la serie a double entree envisagee, pour 
lesquels u — v est nn nombre pair quelconque positif ou nul, 
est done 


y -V 2 + Vi 
_i«‘ 


2>V y'J-{-2S 



c est-a-dire, en effectuant la sommation par rapport a 5 , 

" r'r(t -h q'<y- -T- V 4 -+••..)= y '/* V ‘ — ^ . 

'V. IV) 


Lcensemble des termes de la serie a double entree envisagee, 
dont nous n’avons pas encore tenu compte, est forme par Pen- 
semble des termes de eette serie pour lesquels jjl — v est nn nombre 
negatif; il est identique a Pensemble des termes de eette serie 
pour lesquels v — a est un nombre positif pair; il est done repre- 
sen te par 


y -a 2 -i-aA- 

^ Cp l ^{J.4-2 kyU. 

( u., k < 


l A = >, 3 , 5 , . ..\ 

A- = 1 , a, 3 , ...)’ 


e'est-a-dire par 



IL* 

x\ L v'±{q'±x- 


q-'^x* 



1 . 

' ^ 

q 1 xVyV‘ 


(W 


( — 1 
\i — 



et l’on a finalement, en observant que le premier membre de P ex- 
pression i v C\ II7) du n ' 482 est egal ala difference entre la serie a 
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double entree envisagee et celle que Ton en dedait en chan^eant 
x et y en et r -1 . 


Pi ( i ) pi ( xy ) 
P;(^j ?4»>i 



^ V J' V 


i — q'< x- 


> ^ gd x~' J y-' J ( ! 

^ 1 J \i ~q'>x-± 



i 

i — 


ce que Ton pent ecrire, en groupant convenablement les termes. 


i 2r j ( o ) 2r j ( v ~ w ) 

4“ 2r- ( p ) ( cv ) 


"V 5 l vS sin V - ( r — w ) — q' sin [v- w — { y — •> tt p ] 
^ ^ I — 2 f/ v cos 2 - v — < 7 2V ~ 

(v) 2 

i a 

V 5 • 

_/■ q- smvTTi r -i- tp* i 
(v) 

"V 5 v2 sin v ~ ■ r ~~ ) — </ v si n [i v — •> t: tp -f- v - r ] 

^ i — •>. </ v cos 2 t: cp — q -v ' 


l’indice v prend toutes les valeurs impaires positives. 

On a de meme, en se placant au point de vue de la formule 

(CVlIg) da n° 482, 


(o) %(x -4- WM 

%i(v) , 2 l (w) 


= cot 


V -T- COt 7 T (P 



sin2/i7:(e — w \ 



2 sin 2 n t: ( p -r- cp ) — q- n sin [r> /2 — 2) t.v 2 nr. w ] 
1 — 2 q- n cos 2 ~ v -+- y +« 



a , sina/z 
^ 2 «* 


{ v H- <p ) — </ 2/i s i n ft 2 n — 2 ) - w — 2 n t. r 1 

I 2 ^-" COS 2 7 : IP — 


Findice 11 prend toutes les valeurs entieres positives, non nuiles. 

Les expressions des premiers membres des seize formules 
(CYIIg.s) fournissent des developpemenls analogues. Tons ces 
developpements convergent quels que soient v et tv, et convergent 
tres rapidement. 

484. Nous avons obtenu, dans les nunieros precedents, le de- 
veloppement de cliacune des seize fonctions 
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sous trois formes differentes. Si. dans chacuo de ces developpe- 
menls. on donne a Tune des variables c, w des valears particu- 
lieres convenablement clioisies, on obtient des expressions tres 
reinarquables pour les quotients des fonctions 2r, 3es inverses des 
fonctions S', les inverses de leurs carres, les inverses de leurs pro- 
duits deux a deux: c'est de ces developpements que nous allons 
dire quelcjues mots. 

An moven des developpements des quatre fonctions 


Z-Jv ~ CP ) 


(a = i, 2 , 3, 4), 


on obtient aisement, en faisant tendre w vers o, les expressions 

des derivees logarithmiques de chacune des fonctions 2r(e) 

sous la lorme deja obtenue au n° 469 et aussi sous d’autres formes 
remarquables. Ainsi, en observant que l’on a 


\ ( o ) w) ) 

hm • - 1 — COt'TTV — COtTCtV > 

w = o ( ^ i { r j i ( tv ) ^ 


= lim ) 4^1 

tV = 0 ( (Vi 


S'AtQ-f- Q) 
Sr ’i ( o ) w 


— COt 77 V 



r z\ O) 

*l(») 


COt77P, 


les formules concernant la fonction 
developpements 


% (v H- tv) 


fournissent les trois 


q- n 

— sin 2 n t. v. 

i — q - !L 


— = cot TIP -T- 4 > 

n — : 

4 ^ q- nm sin 2 nr.v, 


■ COt~P - 


- cot t: r 


— # n — oo 

, _ , X 1 ^^nan-p — g- n sin ( 2 71 — 2 ) rzv qMn+D 

' - A 2d q ' + H " 4 2i7=^; sina " ,t ‘’> 


dont le premier nous est connu, dont le second est une conse- 
quence immediate du premier, mais dont le troisieme est un 
diheloppement bien different qui converge beaucoup plus rapi- 
dement que le premier. On obtient enlin un quatrieme develop- 
pement pour la meme fonction en faisant tendre v vers o dans la 
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form tile ( C\’ Hi) chi n° 481 ; ea reinplacant ensuke w par c on a 


j i < c ) . 

? — — ~ = colr.v — 4 sm ‘2' 

z 1 < . V ) 


n— = 

V . 


< 7 -« 


i — iq- !t c os 


•tr" 


II presente cette particularity cjue la sene qui y figure esi loujours 
converger* te, pourvu que v ne soil pas un zero de ). et con- 
serve la meme valeur quand on v remplace q par cf~ K , landis que 
le premier membre n'a aucune signification quand la valeur ab- 
solue detest superieure a i. Les developpements de ceite nature 
figureront dans le Tableau des lormules (GY). 


48 o. Les developpements de celles des seize fonctions ^ } 

ou Findice de S(rp>) an denominateur Test pas egal a i, four- 
nissent chacun, si Ton y fait w = o, trois developpements des 
douze quotients 

( c ) , ■* „ , 0 - 

5—— {/. = 1 , a, 0, 4 ; :-<■ = a. J, 4 ) ; 

u. ( ^ ) 


on obtient aussi, pour chacun de ces douze quotients, un qua- 
trieme developpement en faisant c = o dans les developpements 

de celles des seize fonctions ? ( V d “ } oil Findice de Srf v) au de- 


nominateur n’est pas egal a i, et en remplacant w par c. Adnsi les 


formules qui se rapportent a la fonetion 
les developpements 


Sr i ( c — iv ) 


fournissent 


i 



Sr f i(o) lilf) 

&*(o) St 4 (p) 


= y 


2 n — 1 
C 1~ T ~ 


sin ( 


‘xn — \)T.v=^ i 


q 2 sinv-nc 




sinv-p — q v sin(v — 2) r.v 
1 — 2 q'* cos 2 ~ v -ir q’ lv 



— sin 7: v ^ 


2n — 1 

q 2 (V 


7 2/2-1'] 


2 q- f 


1 COS 2 73 V -T- 


Les deux premiers developpements supposent | |j [ < i (n° 481 ); 
le dernier est valable quel que soil v. 

On trouvera tous ces developpements dans le Tableau des for- 
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miles CVTIF. : a cause des formules (XXX\'I 3 ), (XXXVII ,_ 2 ), 
LXXI,-_s " . on ea deduit immediatement ceux des fonctions sn, 
:*n. dn. de leurs inverses et de leurs quotients mutuels. 


486 . Pour obtenir les developpements de I inverse de la fonc- 
ion S, <Vu il suffit de faire 

T 

*Z 


Ians les formules qui se rapportent a la fonction 


% 1 ( c -T- w ) _ 

2 Ti(p) 2 ti( w )' 

in a ainsi 

n — x, 

sin (a n — i)~p — q- n sin ‘inr.v 
i — *2 q ~ rl costtv -f- q'* tl 

= q- nm sin (an — m)n v, 

sin t.v jand 1 

[n, ju j 

■t un troisieme developpement a convergence tres rapide que 
ions laissons an lecteur le soin cPecrire; on peut d’ailleurs lui 
ubstituer un autre plus simple et egalement tres convergent qui 
i ete donne par Jacobi. 

Observons d’abord que, dans la derniere formule, on peut se 
;ontenter de faire parcourir a Pindice m tous les nombres impairs 
>ositifs. puisque le tableau a double en tree des valeurs que prend 
in 2 { n — nr ) -r, quand on y remplace /z, m r par tous les en tiers 
lositifs, est forme de termes mils on egaux et de signes contraires : 
m a done 


I . f O i 






1 Pi ! P 

2 pi {X ) 


[n, (i) 


u n est un entier positif quelconque et p. un nombre positif im- 
>air, de sorte que les exposants de x sont tous des nombres im- 
•airs. Groupons tous les termes de la serie a double entree pour 
ssquels Pexposant detest egal au meme nombre impair positif v 
t ceux pour lesquels Pexposant de x est egal au nombre impair 
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negalif — v; on aura immedi a lenient 

J' — 30 

^ [gr!2/--:' ,2/wl^v ] 

r- 1 

= 7 — "V (> v — X-'*) V (-i)r-i qr r-', - 

X — X~ l J=d ' Jasd ' J 1 

Cv) ;■ = 1 

3= 

= 2 ( - ') r_l ? r! (2 ? r ^ v - 2 ?" v - r " v ) 

r=l ' iv Cv- 

/ xqrx+i) x~~ l q r ’ r + li \ 

, i — # 2 <7* 2r i — Jr- 2 * 

La serie qui figure dans la derniere egalite, multipliee para*— -x~', 
se met sous la fonne 



Pij n 
pi W 


x — .r— 1 


2 


2 <-*>~ 


1 flr /*(/H-l5( l 4-^2/-) 


z^-2 _l_ ^-2 — 2 


(I — 37- ^r 2r ) (l — X~- q~ r ) 5 

en transformant le terme general au moyen de Fidentite 

q~ r (37" -t - X~~—— 2 ) = (f — <7 2 '-) 2 — a — X*q il ") (l — 37-2^2^), 

et en remarquanl que la sonune de la serie 

7' = 30 

^ (I _)/•-! s ,.-!r-l)(,-^ 5r2 r) 

7 = 1 

est egale a un, on voit qu'on peut ecrire encore 

1 Pill) = 1 y ( __ j j ^■^D(l-hgrSr)( I _y5r; ) s 

■2 pi(x) x — x~ x JLl ' ' (I — x-q- r ) ( £ — x~-q- r ) 


II res ulte de la que la fonction — — - peat etre mise sous la forme 


1*1(0)= i 

t: (v) sin -np 


^ g v si n v 7i p (v = i, 3, 5, oe), 
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eii posan. 


x v = y y < (— l)>' q»' ( ^K 


oil encore sous les formes tres rapidement convergences, quel que 

soil r. 


~ .tTj i ( sin t. r 


4 sin - (’ 


( — I) 7 ' - 1 qrtr+l) ( i gir) 

l — ‘iq' lr COS 2 7Z V — q* r 


sin^p^i ' i — 2<7 2r cos 2 T:e -+- q'* r 


En changeant x en x \/q clans I’une des expressions precedem- 

ment obtenues pour - on trouve de suite 

1 a ?i(ar; 


i 7*= so 

? s’, iY'i __ q' + 

‘i ;,i/ i i — q x 




r-t-l) 


q - 


.1 #2£2/H-l ■ { — x -i q 


Vi_l 

-2 ^-2 y -ij 


i>u. en reunissant les fractions qui ont pour denominateurs 
i — j c-q' 2r ~*. i — x~ 2 q 2r ~ ] , 

L hill -*V/ ,, r-,J r -l)‘ I-^- 2 

■>- ?;(>/ - 1 (r — l )(i — x~* q* )' 


form u le qui equivaut a la suivanle : 


i - q 2 


■ 2 COS2 7TP q~ r ~ l ~h q^t'-l 


En ehangeant r en on a immediatement les formnles 

analogues pour les inverses des fonclions .%(<-■) et %(v). On les 
trouvera dans le Tableau (CIX). 


4b/. Si, dans les formules qui concernent — ^ ou O CXm T ) 

... Pi(^) &iO) 

TTT7 ou 011 change <v en — iv, qu’on prenne les 
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derivees par rapport a r, puis que Ton fasse c m. ii vienL d'line 
part, 


n = x 



?j'i( v) sin 


4 

1 Ll - 71 P .^sssd 


Jiq- nm cos 2 ( n — m)TA\ 


et, d’au tre part, 


P ?(Q 

pfO) 


n — x> 2 n — 1 

2,1 1 ^ |_i — i — ' 


2r|i 

9?(o) 


77 = 1 


^ — cos 2 ( n — i ) t: r — q- n ~ l cos 2 /z ttp 


2rf (p ) — ^ ( 2n i — 2^“ /i— 1 cos 2 t:p — q* n ~~ 


C-7 «> ' \ p.V fJLV 

I =4- 2 ^p? 2 cos(v — {*)«<> = as« ]£] ( {* -5- v) ? 2 cos<> 




([X, V) 


(a,v) 


En changeant dans ces formules x en ix< c en r -fi, on a im- 
medialement les formules analogues pour les inverses des fo fic- 
tions p'i(x), %l(v) et p'(^), S“(v J ). On les trouvera aussi dans le 
Tableau (CIX)“ 


488. Ces divers deveioppements, au moyen des formules de 
passage, en engendrent d’aulres relatifs a la fonclion reduite cb( u ) 
du n° 371, 


cJE (ll) = 


O' (ll -4- Up) 
O'ii J Uq 


Y) , it rt 0 



i Sr\ (o) 5>i( r -T- <v) 

2W! Ai(v) ^i(w) 


ou anx expressions analogues, ou les fonctions d sont rempla- 
cees par des cofonctions. Comrne pour toute fonclion de seconde 
espece, dont l'un des multiplicateurs esti, la fonclion ~X(u) peut 
servir cFelement simple, on a done aussi des deveioppements en 
serie trigonometrique pour toute fonction reduite de seconde 
espece. 
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Xu as neerirons qoe les deux suivanls, con corn ant Aj(u), 


- ~U 

■ , COt COt 

liOJT 1 tjj < 2 0)1/ 


«=* sin — (/?« -f- ?/ 0 ) — sin — — 

** y <,*. w * 

OJj .ased 
/; — 1 


t:«o 

I — 2 < 7 2 " cos - 1 - q* rl 

CO I 


- If 

cot — — cot 

2 C0 1 


■^-iL ) -f- — 'V q- nm sin — ( 

2 CO i / COj ^3^ COj 


nu miiy ) ; 


in,m) 


i Is sont valables. le premier pourvu que la partie reelle de 
soil comprise entre la panic reelle de ^^4 et cede de — - — ?? le 
second pourvu que les parties reelies de — . et de — . soient cha- 

1 1 1 C Oil COx l 

ctrne comprise entre ces deux niemes limites. 


III. — Developpements des quantities e a , r ia , /c, K, E, . . . 
en series en q. 


489. Les developpements des fonctions doublement perio- 
liques, de premiere et de seconde espece, en series trigonome- 
riques, engendrent un grand nonibre de developpements en serie 
)our les constantes que Ton a introduites successivement dans la 
iheorie des fonctions elliptiques ; dans ces series, c’est q == e™ 
[ui est Felement; c ? est pourquoi nous les appellerons series en q. 
N’ous n*en citerons que quelques-unes. 

Les developpements (CVI3) de pu etde p(u + co a ) fournissent 
les series en q pour e Kl e->, e 3 et */j , . En egalant les termes inde- 
uendants de u on a, en effet, 


J'=. CO 



J.L 

COi 


t y ( - o- — qr , 

Jzd ' 1 — q-2r 



r = l 
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Les trois dcrnieres cle ces equations sont idenliques aux rela- 
tions (XML), comrae il est aise de s en assurer. La premier*:* 
donne r, i ; en la retrancliant des trois dernieres on a 


6 OJ£ LO T mud I — q 


( GXj ) ( e, — Mr — — ~r ^ ( — i) 


rq r 


I 2. OJ 7 Ll> 7 


l ~ i — I fn } 




rq r 


1 2 L'J \ O) J i -7- q r 

i' = i 


Si, dans les developpements (CM 3 ), on compare les coefficients 
des memes puissances de u, on obtient une suite de series en q pour 
g' 2 : gz et divers polynomes formes au moyen de c 2: e, i: g 2 . gz- 


490. Les developpements (CVIII 3 ) de -- ~ > que Ton a donnes 
au n° 48o, engendrent des series en q pour k K 2 . Si, dans ces de- 
veloppements, on fait p = o apres avoir pris lesderivees par rapport 
a p, et si Ton tient compte des formules (XXX A I 3 ), (XXX\ IL), 
(LXXI 3 ), on obtient, en effet, les relations 


^K*=l2r|(o)2r*(o)= Y <f 


MM 


n — 1 
In — \ 


( I q i)- 






• 2 cq* 


( 1 q' J )~ 


oil V = I, 0 , 0 , 7 , 


Les memes developpements engendrent aussi des series 

en q pour 7rK, \j k R, et pour la quantile K elle-meme. Si Lon v 
fait p = - par exemple, on a 

r. K - j *<•> -2 <->- -2 T&. 


(H-.v) 


(V) 


v2 j _i_ q. 

1- — 

L 1 — q- 



M 1 ! H] 
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Si Eon fait r == - — - clans ia derniere cles series citees, qui reste 
eonvenrente pour celle valeur de r, on trouve, a pres une trans- 
formation facile. 

- o)- a “ I -i- 2 ' 1 i — q in ~ l 

n=l n=l 

Si Ton fait enfin r = -j et si Ton observe que les fo ramies 
4 

i'iXXXlY ti ) fournissent, pour v = — - f -> la relation 


on trouve 


> 2 ( o ; ^ 3 ( 0 ) = 


n = i 1 -j- q 2 ([x,v) 


(2 [X — 1 ) V (2 [A -t- 1 r 


•491. Des deveioppements (CVIII) des autres quotients mutuels 
deS|(r) ; 3 2 (c), S 3 (r), 2 t 4 (e) on deduit de meme, en j faisant 

r = o. ~ } ~ J ^ 75 de no uve lies series en q pour K, AK, 

\ AK, ainsi que des series en q pour AMy, y/A'K. 

Cetix des deveioppements obtenus qui concernent K nous four- 
nissent aussides expressions eny pour Z'(o)et, par suite, pourE. 
En eflet. le developpement (CV 5 ) de Z(x) fournit, pour Z'(o), 
l'expression en q, 

*<•>-£ 2 

r=l 

d'ou, en tenant compte de la formule (CII<), l’expression en q 

e=k-i ty~ qr . 

K tfEsd 1 — <7 2/1 


492. Les deveioppements (CIX) des inverses des fonctions 
S 2 (o), S 3 (o), Sf 4 (o) fournissent des series en q pour i/FK, 

yAy/FK, yA K. En faisant v = o dans le developpement de 

i c o ) , . 

T^T) P ar exem P le > et en reduisant an mojen des memes rela- 
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lions (XXXVI) el (XXXVII; qne plus haul, on a 


T- 1 . ' 

Iv = - Z 2 (o) 

~ 2 


3 ( 


f o) = I — q 


(/•-“i" i — q- r ~ : 


MI 


Ce n’est pas le meme developpement qtf au n° 490. 

Les developpements (C1X) des inverses des carres des fonc- 
lions So(p), S 3 (V), S 4 ( V) fournissent aussi. en donnant a v des 
valeurs particulieres, des series en q pour les quantiles k K-\ 
/i j K 2 , /r/r'K 2 , el plusieurs de ces series se presenlent sous une 
forme differente de ceiles que nous avons obtenues an n° 490 pour 
les m ernes expressions. 

On trouvera to us ces developpements an Tableau tCX ) a la fin 
de TOuvrage. Le lecteur les rapprochera naturellement, non seu- 
lement les uns des aulres, mais aussi des developpements en q 
deja obtenus dans le Tome II de cet Ouvrage el, en particulier. 
de ceux qui sont contenus dans les formates XXX\ I el XXX\ II *, 
on obtient ainsi de nombreuses identites. 
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CHAPITRE VI. 


I ME GR ALES DES FO ACTIO AS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 


I. — Integrates rectilignes le long d’un segment joignant 
deux points congrus, modulis 2 an, 2co 3 . 


-493. Avant d’aborder le probleme general de Fintegration 
Fune fonclion doubleinen t periodique a periodes 2 to i? 2 to 3 , le 
ong d’nn cbemin arbitrairement fixe, il con\ient d’etudier le cas 
narliculier ou Fintegrale est rectiligne, oil le chemin d’integra- 
ion ne passe par aucun pole de la fonclion el oil les deux limitcs 
[’integration sont representees par des points dont les affixes 
ont congrus suivant le svsleme de modules 2 (o 1? 2 co 3 . Nous 
ndiquerons qiFune integrate esl rectiligne en mettant un accent 
gauche du signe d’integration ( i ). 

Soient t et t! la partie reelle et le coefficient de i dans Fex- 
iression de t, z=t-\-t , i. On sait (n° 466) que log S’* (?) est 
me fonction holomorphe de r dans la region du plan de la va- 
iable r. limilee par les paralleles a Paxe des quantiles reelles 
lenees a ia distance de cet axe egale a region dans laquelle 
axe des quantiles reelles joue le role de coupure, sauf entre les 
oints o et i . II en resulte que si ? 0 represente 1’affixe d’un point 
iterieur a cette region et non situe snr 1’axe des quantites reelles, 
n pent e valuer, sans aucune ambiguite, la valeur de Fintegrale 





dp. 


(’•} C*est la notation adoptee par M. Schwarz : Formules , etc p. 3i. 


ixtSgrales des foxgtions double meat p£riobiques. 1 4 3 

On a va, en effet, que logS^c) peut alors elre regarde coniine 
la somrae cle lafonction ls(c) etd : une serie trigonometrique qui, 
elle, definit une fonction holomorphe a l’interieur de la region 
envisagee. reprenant la meme valeur pour e 0 et pour r 0 -f- i ; on 
en conclut que la valeur de Fintegrale envisagee est egale a 
Is (c j 0 — f— i) — ls(e 0 ), c’est-a-dire, ainsi qiril resulte de la definition 
de la fonction Is, a — 7 zi quand le coefficient de i dans r 0 est po- 
sitif, a-f-f quand ce coefficient est negatif. 


49-4. II est aise d’en deduire la valeur de la meme integrate rec- 
tiligne pour une valeur quelconque de e 0 = a -f- sous la con- 
dition que [3 ne soit pas entier. Observons tout d’abord que le 
resultat doit etre independant de a, car si Ton designe par ci un 
n ombre reel, on aura 


1 /T> t7 0 ■+* (i -T* 1 

' r i>0 


/ 

/ - 

/ ~ / 

^ i'o -f- a « 

-I- a *- 



or les deux integrates 



sont egales, comme on le voit en changeant la variable d’integra- 
tion v en r + 1 ; on a done 



^ t » 0 -T- a 



II nous suffira, pour ce qui suit, de supposer que % ne soit pas 
un nombre entier, et le resultat sera done independant de cette 
supposition. 


49 o. Soient m et n les no nib res en tiers determines par les con- 
ditions 

ni < y. < m -f- 1 , 11 < £ < n 1 ; 


posons en outre 


3 = n -r- 


et considerons Fintegrale 


r%_ (n 


dv 
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Hen due an parallelogramme dont les cotes sont <r 0 , i\> 0 + 1 5 1 

• s) — i, r 0 . Deux cotes de ce parallelogramme sont parallels a ! 

axe des quantiles reelles, les deux autres sont parallel es a la di- 
rection qui va du point o au points; en le parcourant dans le sens ^ 

ju'indique 1'ordre de succession des sommets, on voit qu’on le j 

lecrit dans le sens direct ou dans le sens inverse, suivant que n \ 

?st positif ou negatif; les zeros de la fonction 2 h(V) contenus a 
'interieur de ce parallelogramme sont d’aillenrs les points ?: 


771 ~ 1 -T- 2T, 


dans le premier cas, les points 

771 -s- 1 , 771 ~ I — 771 -t“ I — 2', 


• I H- ( 71 -f- I ) T 


dans le second; leur nombre est toujours egal a j /z j ; chacun d’eux 


sst un pole de la fonction 




dont le residu est i ; Tintegrale 


iw 7 ‘ ’ 

consideree est done egale a ± a ( n | tu, suivant que Ton a marche 
clans le sens direct ou dans le sens inverse : elle est, dans tons 
les cas, egale a 2 n~i. Elle peut d’ailleurs 6tre regardee comme 
la so mine algebrique des integrales 


' o ■+■ 1 ' -+• 1 1 S* {, 0 + 1 ' 

I -+- / —I — / ; 


niais la seconde et la quatrieme de ces integrales sont manifeste- 
inent egales; on a done 


' /»w« •+• 1 c-j 


r 


\(v) 

7 i <>’) 


dv - 


V“ +1 2r' 1 (p) 

/ cr-7 — dv = <in~L, 


et. par consequent, comme (n 0 est dans la region etudiee an n°493 
et que, le coefficient de i dans w 0 etant positif, la premiere inte- 
grate est done egale a — t zi, on a 


ccxvno r +1 |qio^ = _ (27i+ . 

Jv, ( v ) " 

^96. II est aise d en deduire la valeur de Pmtearrale rectilis'ne 



5'i(U 

Sf x (p) 


dv , 


i xt Morales des foxctioxs dofdlemext vi 
oil main ten ant il est necessaire do* sunooser c 

it 

n ombre entier. 

L'egalite 

. v i . 




qui se dedal t immediatement de la formule i'XLIII,;} donne, en 
eflet, 



et, en changeant la variable d'integralion v en r;, ce qui n'altere 
pas le caractere rectiligne de Fintegration, 



on a d’aiileurs 



et, par consequent, en appliquant le resultat precedemment ob- 
tenu, 

(CXVII.) C ‘ dv = - T.i( 2 (’ 0 + - ) »- (urn — I )~i. 

497. SI main ten ant on $e reporte a la formule ( XXXII f T i 

Zu - r ' xU • f 
' Wj ' 2 co i (e j ’ 

ou u = 2 et si bon remarque que, Tan des deux points u , r 
decrivant une droite, il en est de meme de F autre, on obtiendra 
immediatement les consequences suivantes : 

Si Ton pose, en designant par a, p des n ombres reels, 


T. et M. — III. 


llj — 2a(Oj — 2 j 03 3; 


10 
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.{_ si Ton designs par m el 71 ^ es n ombres 

,es conditions „ Q ^ 

m < x < I, /l - e 


entiers determines par 

11 -r- I , 


:m aura 

? 2 tt)< . 

I / ‘ r ~ a r, i ( Wo -r- 0> i ) — ( ■* n — l )~ 7 > 

cxvn.j 

| ^ *udu — 2 . r j3 ( «o -T- w 3 ) ( 2 m 1 ' ~ ^ 

Pour la premiere integrate, on suppose seulement que p n’est pas 
entier, pour la seconde que a n’est pas entier. 


498. Soient r, s deux nombres entiers premiers entre eux. 
Adjoisnons-leur deux autres entiers /, s' tels que l’on ait 

rs f — r's r= i , 

et posons (XIX, XX) 

Oj = r coi - - s to 3 , Hi — /* r i l 5 r <’n 

0 3 = 7* r C0i — $'t0 3 , II3 = r i 1 5 r i3* 


Yppliquons les resultats precedents a la fonction 
C( w- 1 Qi, Qs) — S«; 

nous aurons, en supposant toujours l’integrale rectiligne, 
I Z u du = 2. Hi ( Wo -»“• & 1 ) — ( a ■+" 1 ) ~ * ' 

le nombre entier N est determine par les conditions 


n < Sr — a s < N -i- 1 j 

puisque Ton a 

Uo = 2 x Wj ~ -2 3 to 3 = a( as'— 3 r r ) & t ■+■ *2 ( £ r — as) P- 3 * 

On. petit done ecrire, en supposant r , s premiers entre eux, 

' /•» u ; — 2 r 6) ; ~ 2 5 to. 

/ <f/zi = aO'/n-T- S1Q 3 ) («0 + rw 1 -r^0)3) — (IN -t“ l) TC l. 

* li ii 

En observant que la valeur de N ne change pas quand on rem- 
place ot par a- f-r et jj par {J-j-s, et en remplacant successivement 
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dans cette formuie i / 0 par f / 0 — 2 no > — 2 sio :; . u ti — .] no i — 4 i 

Uo— 2 (v — i * \ r co s — s 10 3 ‘) et ajoutani, on trou ve 


XVIIo) 



« . — 0 

I u du 2 v ' /• r. , — s r v ? i' cc 0 — v co ^ — .? v co , 


•2 N — I 


et, par consequent, dans les memes conditions 



En resume, on a ie moyen d’obtenir toutes les integrales reeti- 
lignes de la forme 


' • — 2 r CO , -r- 2 .< ( si - 

I ‘Cud a. 

dll 0 




dv, 


011 r et 5 sont cles entiers quelconques. Disons encore tine fois 
qae le segment de drolte qui va de u 0 a u u — *2/’io { ~~ 2sco 3 ne 
doit contenir aucun pole de £ u. 

En prenant dans l’avant-derniere egalite r=-s = — 1, on ob- 
iient 

'/*«o+2Wi 

I lit du = 2 r j2 ( ito-r- o> 2 ) — ( 2 ;jl -f- 1 ) t. L 

*- " 0 


on jjl est un entier determine par la condition 
;jl < a — ,3 < u 1 , 

et qui est evidemment egal a /n — n ou a m — n — 1 . 


499 . Les resultats qui precedent perm et tent evidemment d'ob- 
tenir les integrales rectilignes de la forme 



u t) 


oil ®(u) est line fonction doublement periodique a periodes 2 W). 
ato 3 et ou 5 sonl des entiers quelconques. 

Si, en effet, on decompose la fonction o(u) en elements simples, 
on obtient une somme de termes de la forme 


d n t( u — a') 
clu / 1 


?( u — a ), 
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multiplies par des constantes. Les termes de la premiere sorte 
Fin teg-rent immediatement; la partie qn’ils fournissent, dans re- 
valuation de I'integrale envisagee, ne depend cjue des limites et 
□ ullement da cliemin duntegration, puisque la fonction — a) 
?st univoque ainsi que ses derivees; pour chaque pole a, cette 
lartie est nolle si n est plus grand que i et egale a 2 rr l{ -f- 2 5r i;t 
si n est egal a i . Les termes de la seconde sorte peuvent e Ire e va- 
lues par ce qui precede : en posant u s — u 0 — on a 

/ t ( u — a) da = I £ it da. 


500. Si 7 par ex e in pie, on prend pour o(u) la fonction 


c( ll) 


1 p' u — p' a 

2 pu — pa 


t(u — a) — £ u -f- 


)u a est une constante qu’on peut supposer mise sous la forme 
-7- 2-i f (o 3 , a', fj etant des nombres reels, on aura, en desi- 
;nant par r, 5 des nombres premiers entre eux, 

✓»«-- 4-2 

/ S (m) flTtt = — 2 (rr 4l -t- J7ja)a 

* « 0 

-T- 2 ( rtOj h- 5 co 3 ) £ ~ 2 ( x •— n' ) IT i, 

>11 X et N' sont des entiers determines sans ambiguite par les con- 
ations 

X < 3 /• — a 5 <C N -t- 1 , 

x'< (3 — £') r — (a — a') s < n'h- i ; 

3 cas 011 Fun des nombres j3r — a s, ([3 — J3')/* — (a a')s se- 

ait entier doit etre exelu. 


II. — Integration le long d’un cliemin quelconque. 

Cas general. 

oOl. Lorsque Ton a a integrer une fonction doublement pe- 
iodique 'f («) a periodes aw,, aco 3 le long d’un cliemin deter- 
mine (C), allant d’un point u 0 a un point ilfaut d’abord, pour 
ue la question ait un sens, que le cliemin d’integration ne passe 
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par a uc un pule de 'f'ji). Cette condition etanl vdnllee, la march e 
genera ie cons is te a decomposer la function c •. u on elements 
simples; 'f(u) esl alors une somrne de termes de la forme 

dZ n ' u — a ) 

r , ^ ; lL — a , 

da !i 

multiplies par des constants. Les termes de la premiere sorte s’in- 
tegrent immediatement, et la partie qu'ils fournissent dans reva- 
luation de Fintegrale en visa gee ne depend quo des limiles u Q 
et u ly et nullement du chemin dhntegration. 1 Hi ant aux termes 
de la forme g u — a), on les integre en pa riant de ce que Ion a 

v/ d loo r d>' ft — a) 

L \ u — a) — : y ; 

du 

iis introduisent par integration des termes de la forme 
log s' ( u -i — a ) — log v • U(j — a). 

La valeur de celle difference n r est determinee, pour des valeurs 
donnees de a 0: u {J qu'a un multiple pres de •; urn et ce multiple 
depend essentiellement du chemin fCu 

C’est la determination de ce multiple d/apres la nature du c he- 
rn in (C) ou, si Ton vent, le clioix des determinations des loga- 
rithmes qui est l’objet de ce paragraph e. 

502. La question ne se pose pas quand les invariants g- 1: gz de 
la fonction da sont reels, que le pole a est reel et que le chemin 
chin Leg-ration est 1’axe des quantiles reelles. On ne pent alors sup- 
poser que l’axe des quantites reelles contienne entre u 0 et u { un 
zero de la fonction d(u — «), qui serait un pole de la fonction 
o(u ) ; il en resulte que les deux quantiles d( u Q — a), d(ji\ — a) 
sont de me me signe, et la partie de 1'integrale qui provient du 
terme if ( u — a) est alors 


(CXVII;) 



Z(u — a) die = log 


d (ui — a) 
^ ( Uq a ) 5 


oil la quantile dont on doit prendre le logarithme est positive et 
ou le logarithme a sa determination reelle. 

La question ne se pose pas non plus lorsque les invariants etant 
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toujours reels, le chemin d’integration est une portion de 1 axe 
des quantites purement imaginaires, et que le pole est un point 
situS snr cet axe. Les relations d’homogeneite (VIII) donnent, en 
effet, les formules 

3 ( lU j & 2 ; oZ ) “ ( U ’ &' 1 ’ ) 1 

t ( iu : g- 2 , gs ) •— — i ? ( 11 ? £2 j ^ 

p(i«; ^25 5 V) = — P ( 11 5 0*2? © 3 .)? 

rnais si Ton considere un pole d’affixe ia, et le chemin d integration 
rectiiigne qui va du point iu 0 au point iu { , a , etant r eels, 

on ne pent supposer que ce chemin contienne un zero de la func- 
tion i[iiu — a)\ 5*0, 5-3]; H en resulte que la fonction reelle 

^{ u a • o* 0? — «' 3 j conserve le meme signe quancl ic varie de u () 

a u. Dans ces conditions on aura 


iCXVII 3 ) 


/ ' r iii i 

1 I. 

1 0 

-TV 


•a); S'sxS’s] <*(*“) 


•a; # 


tfi) - log 


tfCKi — a; — gV) 

G* ( IIq Cl 5 ^ r 2 J $*3 t 


en conservant au logarithme sa signification reelle. 

o 03 . Mais le probleme pose ne peut etre evite en general. II 
est clair toutefois qu’ii suffit de le resoudre pour la fonction %u, 
puisque, en designant par (C) un chemin quelconque et par (C) 
ce que devient ce chemin (C) quand on lui fait subir une transla- 
tion egale an segment de droite qui va du point o an point — a 7 
on a 



II est clair aussi, en vertu de la formule (VI 3 ), que si Ton sail 
effectuer F integration pour un chemin (C ; ), on saura Peffectuer 
pour tout chemin (C) qui se deduit de (C ; ) par une translation 
egale au segment qui va du point o au point 2r w* -f- 2 so) 3 , en de- 
signant par r et 5 des entiers. En supposant, par exemple, que le 
chemin (C j soit dans une region oil logoV ait ete defini comme 
une fonction holomorphe, si l’on fait se correspondre les points u 
el u { par la formule 

u — u'-t- 2na l -T- ‘is co 3 . 
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on aura, en designant par */ 0? it\ les points cjui correspondent 
a m 0 , 

(CX\ If a ) C Z It da — iog 3* M j — logjUjj — ‘irr tl - - ?.sr : ■ ; ( z* j - - U ; 

* u n 

Or, si Pon considere les paralleles a la direction qui va da point o 
an point oj { , menees par les points d'affixe (in — Fioij. o u n de- 
signe un entier positif on negatif, ces paralleles separeront le plan 
en Landes, dont chacune ponrra, pardes translations du genre de 
celles que Ton vient de definir, etre amende sur telle bande que 
1’on vondra, par exemple sur la bande (B 0 > qui con Lent le point o, 
et clans laqnelle logs 1 /* est defini (n°470) comine une fonction 
bolomorphe, sauf toutefois sur la coup lire que comporte cette 
bande. Or le cliemin d’integration, quel quil soil, se compose de 
parties dont chacune apparlienl a une seule bande et pent ainsi 
etre ramenee, par translation, a etre sitnee dans i B 0 ). On ponrra 
done se borner a considerer des chemins d* integration siloes 
dans (B 0 ). 

La raeme reduction s‘effectue encore en appliquant le llieoreme 
de Cauchy (n° 352) : on peut, en effet, siibstiluer an cliemin (C 
un cliemin (O) ayant les memes extremites, tel qiFon puisse de- 
former le cliemin (C)pour Famener sur le cliemin (C) sans passer 
par aucun pole de £ u . Le meme theoreme permet rneme de sup- 
poser qu’un on plusieurs poles de 'Cu se trouvent a Finterieur de 
1’aire limitee par les chemins (C) et (C r ) pourvu qu’on en tienne 
compte. Si le cliemin (C) va de u 0 a u { on determinera dans (B 0 \ 
deux points u' Q7 u\ respectivement congrus a a { modulis 20 ^ 
2 it> 3 , el l’on substi tuera au cliemin (C) le cliemin (O') compose du 
chemin rectiligne qui va de u 0 a u 0 . d’un cliemin quelconque si toe 
dans (B 0 ) allant de u ' 0 a u \ 7 et enfin du cliemin rectiligne allant 
de u\ a U \ . Les integrales rectilignes s’obtiendront par la for- 
mule (CXVIL) et il ne restera plus qu’a effectuer Fintegration le 
long du cliemin situe dans (B 0 ). II va de soi qu aucun pole de <11 
ne doit se trouver sur le chemin (C ; ). II ne faudra pas oublier de 
tenir compte des poles contenus entre (C) et (C'). 

504. Quant a l 1 integration le long du cliemin situe dans (B 0 ), 
on pourra se servir, pour Feffectuer, de la definition de logtf w 
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Jonnee an iV 470 et de la serie Irigonometrique. Mais il faudra 
fa ire attention a la con pure : on pourra toujours be viler en appli- 
quant convenablement le dernier procede; sinon, on devra mor- 
celer le chemin en parties qni ne la traversent pas et effectuer 
I' integration le long de chaque par tie de chemin, en se rap pel ant 
que Jes valeurs de lo gJu ne sont pas les memes sur les deux bords. 
Xous atirons Foccasion d’appliquer cette remarque dans le pro- 
chain para graph e. 

oOo. Rappelons enfin la formule, deja ulilisee au n° 497, 
.CXVir T i f \udu=z f 

J„ - 210! 1 u - J Sri(P ) 

u est egale a 2 co 4 e et les chemins d’integration se correspondent; 
ils sont semblables (et meme homothetiques quand ao) i est reel); 
le centre de similitude (ou d’homothetie) est le point o. Cette for- 
mule montre qu’il soffit de trailer le problenie qui nous occupe 

dans le cas oil le signe f porte sur la quantile 

Quand on se donne la valeurde c, la valeur de (<;) estdonnee 
par une serie tres convergente, de sorte que Ton peut aisement 
calculer la valeur de log Sq (p) avec une tres grande approxima- 
tion, sauf toutefois un multiple de at.i, qui est en tieremcnt in- 
connti. Pour determiner ce multiple, il soffit de calculer directe- 
inent logS i (r) an mojen des formules (CVC , C Vo), avec une erreui 
moindre que tz en valeur absolue, done, avec une approximation 
assez grossiere. Afin de savoir combien de termes il faut prendre 
dans le developpement de log (e), donne par la formule (CV 2 ), 
pour avoir la valeur de ce logarilhme avec une erreur moindre 
que t: en valeur absolue, nous allons evaluer une limite superieure 
de la valeur absolue de la somme 
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et. par suite, h designant ia valeur absolue do q. 

r r 

; 2 sin r-r < h r ? — < h~~ — h~'- % 

la derniere inegalite resultant de ce que la fonction x — x~ l dr 
la variable positive x grandit lorsque x diminue et de ce que. si i 

est positd, h~ est plus petit que Ji r ?. On aura done 





Le second membre de cette inegalite pent d’ailleurs s’ecrire. en 
supposant r > /?, 

h r ( i h 1 ' i^i— /#" lx 

r(i— h r ) T— lv l ~r * 

On en deduit, pour n = i. 


et, pour n 2> i , 



h n f. i h 
_ |o g ___ T 


Les seconds membresvont manifestement en grandissant avec h. 

On trouve que log est plus petit que t: pour h = o,5j. 

Si /i est inferieur a cette limite, le calcul de la somme de la serie 
qui figure dans la formule (CV 2 ) est inutile ; or, on verra que dans 
les applications les calculs peuvent etre diriges de facon que h 
reste tres au-dessous de cette limite. 

Pour h egal ou inferieur a o, 78 on trouve, de meme, | FU j < tz 
en sorte que, dans ce cas, il suffirait de calcul er un terme de la 
serie (CVo). 

On voit done comment Pindetermination pourra toujours etre 
faci lenient levee. 

11 est bien clair que le meme procede s’applique aussi bien aux 
expressions de lo gd a Uc) ou de logS a+l (e), donnees par les for- 
mules (G VI, . CVo). 
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III. — Seconde metliode ne convenant qu’au cas normal. 

506. Nous allons resoudre Ie meme probleme que dans le pa- 
agraphe precedent, en suivant une methode to ate differente, qui 
ous foarnira des renseignements inleressants et utiles, concer- 
.ant la fonction S,(r), mais qui ne convient qu’au cas ou 4 est 
in no mb re reel et posilif. 

Nous etablirons d'abord la proposition suivante ( 1 ) : 

En supposant que j, soil reel et posilif, la parlie reelle et le 
oefficient de /, dans la fonction 2f, (a -f- [3 t| t) ou a, (3 designers 
es variables reelles dontles valeurs absolues sont inferieures ou 
gales a sont respectivement da meme signe que a et (3. 

Nous designerons le point S, (r) comnie E image da point v ; si 
e point c deer it une figure (F), le point (p) decrira une fl- 
are (F') qui sera Pimage de la figure (F). On sait que dans ce 
lode de correspondance (representation conforme) les angles se 
onservent. 

Nous allons determiner les images R' , R[>, R' 3 , I\\ des quatre 
ectangles R 1; R 2 , R. 3 , R 4 dont les sommels saccessifs ont respee- 
i\ement pour affixes 



II soffit de faire eette etude pour le rectangle R 1? car si Ton 
qse, en general, 

d A et R designent des nombres reels, on aura 
SrRa— (k i — A — B i, 

~~ ?') = — A — B i, &!(' — a -h jk) = — A+Bt, 

uisque, d'une part, la fonction S,(f) prend des valeurs imagi- 
aires conjuguees pour des valeurs imaginaires conjuguees de v 

( : i Voyez Schwarz, Formates, elc., n° 51 . 
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et que, d’autre part, cette fonction est impaire. Par consequent. 
11' et R4 seront symetriques par rapport a Faxe des quantiles pu- 
rement imaginaires; R' et R' 3 seront symetriques par rapport an 
point o; R' et IF seront symetriques par rapport a Faxe des 
quan tites reelles. 

507. Tout revient done a etudier Fimage R’, du rectangle R,. 
Supposons que le point v decrive ce rectangle dans le sens direct 
en partant du point o. Quand v croit par valeurs reelles de o a -* 
la fonction (p) est reelle et croit depuis o jusqu'a 

ainsi qu’il resulte dun 0 175 et des formules (XXXIV (XXXV L : 
le point 2f,(p) decrit done le segment de droite qui va ( l ) du 

point o an point ( l - )• Supposons, maintenant, que le point c 


-J ■* 


T * + T 

2 2 


(RaJ 

( R , ) ! 


_ j_ 

0 i-£ 


(R 3 ) 

fR 4 j j" 

i 


-T 

qy i - T 


“ 

2 - 



( 1 ) Sur la figure, on a suppose q = o,S et Vintage est reduite au quart des u 
mensions reelles qu’elle devrait avoir par rapport a celles des rectangles K t , h a 
Rj, R 4 . 
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■j6 

f j T \ 

uppusant que la variable reelle a croisse de o a i; 

■>t alors egal a a - ) : c'est uoe quantile reelle, positive et 

roissante avec a, ainsi qu'il resulte immediatement de la for- 
mile ; XXXIL') qui in on t re que la fonction Sr 2 (fo), oil c est une 
ariable positive, est tine somme de termes positifs qui croissent 

oo s avec r: lors done que a croit de o a i, la fonction Su 
roil en restaot reelle et positive de S 2 (o) a 

1 ) rr S, ( ~ 7 _T ^:j(o) = cf '* q<>Cj\, 

n sorte que, lorsque le point v decrit le second cote du rectangle, 
on image deceit le segment de l’axe des quantiles reelles qui va 

u point Sr, ( ~ ] au point Sr, -■ )• 

Tandis que le point v decrit les deux premiers cotes du rec- 
mgle qui se reunissent a angle droit an point -y son image 

ecrit deux portions de droite qui sont dans le prolongement 
une de Tautre. Cette contradiction apparente avec le principe de 

t conservation des angles tient a ce que, au point i, la derivee de 

i fonction est nulle (XXXVo). 

Supposons, maintenant, que le point v decrive le troisiemc 

die du rectangle, qui va du point — an point ^ ; on fera 

= et I on fera croitre la variable reelle a de o a i; on 

ura alors 



Lorsque y. croit de o a i, la fonction Sr 3 ( ^ est reelle, positive 

t decroit in° 1 ioj depuis la valeur Sr 3 (o) = q 0 q\ jusqu’a la va- 
mr ^4(o; = q<iq\\ d’ailleurs, la valeur absolue de Sr 4 (p) est 

4 S 3 ( y j; son argument est le point Sr, (v) decrit done, dans 

:s memes conditions, une portion de courbe representee en 
Dordonnees polaires p, to, quand on prend l’origine pour pole et 
axe des quantiles reelles positives pour direction positive de 
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1'axe polaire. par Fequation 

-A tu 

? = 9 * -A ! - ; ' 

clans ] a q uelle on dc\ra fairc van or co cl c o a — • Oelte courbe relic* 
le point 3r, ( — j, s uu«5 sur l’axe des quantiles reelles, an point 
^)> situe sur la partie superieure de l'axe des quantiles pure- 

nient imaginaires ; le rayon vectenr qni va cln point o a an point 
de la courlje decroit a mesure qu’il tourne dans le sens positif i v -. 

Supposons, enfin, que le point v decrive le quatrieme cote du 
rectangle qui va du point ^ au point o. La fonction £?, <V) est pa- 
yment imaginaire; le point S, ( v) ira done, en reslam sur Faxe 
des quantites purement imaginaires, du point S, j I ) an point o; 
du reste, il est bien aise de voir, en raisonnant eomme au n° 175. 
que le coefficient de i dans quand j croit, par valeurs po- 

sitives, de o a — est positif et croissant i - o 


C 1 ) Cette courbe peut, suivant Ies cas, presenter ou non, un point d'inllexion. 
(-) Reprcnons ies notations clu n° 175 et posons 


v = itv, / ( w ) = -r ( iw ), f ( tv ) 


( liV ) ■ 


On deduira de Tegalite (XXXIII.) la suivante : 


d f'( w ) 


^P(2«o,ziv> -T- L. : 


dw f ( tv ) 

la fonction reelle p(2w t ftr) est egale a — x pour tv = o; elle est croissante 
quand tv croit par valeurs positives jusqu'a la valeur tv = = A qui annule 

sa derivee; pour cette valeur de tv le second membre est egal a 


4 co- ( ^3 -f- — ) ’ 

\ Wi/ 

quantite negative (XXX 3 ) ; lors done que tv croit de o a A par valeurs positives, 
la fonction decroissante 

f't.w) 

/(tv) A ( iw ) ’ 
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Eri vertu du principe de la conservation des angles, la ligne 
eourbe, image du troisieme cote du rectangle R,, rencontre a 
angle droit les axes des quantites reelles et des quantites pure- 
inent imaginaires stir lesquels sont situees les images des second 
et quatrieme cotes de ce rectangle. 

En resume, quand le point r deceit le rectangle R dans le sens 
direct, en partant du point o, son image decrit, aussi dans le sens 
direct, le contour Pd d'une aire limitee par le segment de Paxe des 

quantites positives qni va du point o an point S’, on 

passant par le point S, ( - I? par une portion de eourbe qui re- 
joint le point S, ( ) au point S* (~>)’ en ^ n ’ P ar segment 

de Paxe des quantites purement imaginaii'es qui va de ce dernier 
point an point o. 

508. Xous allons montrer que Paire (R< ), limitee par le rec- 
tangle Pi, . a pour image Paire (Pd,), limitee par le contour R' . 
A chaque point situe a Pinterieur de R, correspond evidemment 
on point el un seal situe a Pinterieur deR',. Inversementa chaque 
point a. situe a Pinterieur de R^, correspond un point et un seul r 
situe a Pinterieur de R, ; en d’autres termes, Pequalion en 

Si, (c ) — a = o 

admet une seule racine figuree par un point a Pinterieur du rec- 
tangle R*. On sail, en efifet, que si une fonction /(p) est liolo- 
morplie a Pinterieur d un contour (C), le nombre de zeros de /*( p) 
con ten 11 s a 1 interieur de ce contour (C) est egal an quotient par 
■i It. de Fintegrale de la fonction d log/(p), prise le long de (C) 
dans le sens direct, ou, ce qui revient au meme, an quotient par 
>T:de la quantite dont s’augmente Pargument de f(v), quand v 
decrit le contour ( C) dans le sens direct. Mais, lorsque le point v 
decrit le contour Pi, dans le sens direct, le point S, (p) decrit 


i.XXXV). elle est done toujours positive. Dans ce meme intervalle la fonction 

f{iv) ne s annuie que pour tv = o; elle est toujours positive pour iv = la 

Junction /'(«’) est done, elle aussi, toujours positive et la fonction f(w) tou- 
jours croissante, ce qu'il fallait demontrer. 
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ie contour Pd, dans le sens direct et ie segment de drohe qui joint 
le point a an point 2r, (c) tourne autonr du point a. dans le sens 
direct, d’un angle egal a 2"; Pargument de Sr, iV. — a au^menle 
done de 2 done le nombre de zeros de la fonction holomorphe 
3 \ (r) — a, contenus a Pinterieur de R., est egal a 1 . 

De ce epic (Pd,) est Pi mage de (R { ). il suit que la parlie rdelie e! 
le coefficient de i dans la quantile Sr { (a -7- 3 t). 011 v. et 3 sent des 
nombres reels, compris entre 0 et -C sont positifs; on pent nieme 

aj outer que la parlie reelle est inferieure a STj f ). 

Des conclusions Louies semblables s'appliquenl aux images 11.,. 
PC? Pd des rectangles I\ 2 * R . R,, images qui se deduisent toutes 
de R( par symetrie. Les contours PC, PC. Pd li mi tent des a ires 
(PC), (R3), (PC) qui sont les images des aires (RC, (Rd), ( R./ . 
limitees par les rectangles ID, R ; >. R ; . Quand le point c decrit 
dans le sens direct un des contours 1 C, R 3 , PC, son image decrit 
le contour correspondant dans le sens direct. 

509 . Picmarquons, enfin, que les q 11 a tr e a i re s ( R < ) . ( Pi 2 ) . ( Pi 3 ) . 
(IC, ) forment, dans leur ensemble, une aire (Pd). limitee par un 
rectangle R; cette aire a pour image Paire (Pd), ensemble de? 
aires (R',)? (R 2 ), (PC), (IC)? lOnilee par un contour simple Pd. 
forme par Parc de courbe c|ui a ete decrit plus haul et par des arcs 
symetriques. 

II est des lors aise, en pratiquant une coupure dans le rec- 
tangle (R), de definir dans ce rectangle log S', (V) comme une 
fonedon univoque, le coefficient de f, dans cetle fonction, etanl 
Pargument de S, (r). 

Lorsque e est un point de (R), 5 < ( v ) est un point de (Pd). 
L ’argument de 5 , (v) peat etre defini, sans ambiguite, si Ton 
pratique dans (R 7 ) une coupure quelconque, allant du point o a 
un point de Pd et ne se croisant pas elle-meme; pour nous con- 
former aux habitudes, supposons que cette coupure soil pratiquee 
le long de Paxe des quantiles negatives du point o an point 
2r 4 en passant par le point le segment de 

droite qui va du point o au point ^ j est Pimage simple du 

segment de droite qui va du point o au point - dans ie rec- 
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i r o 

iao 2 'le :'R' . le segment de droite qui va dn point Sb ( — -) au 
point Sq t j est a la fois Fimage da segment qui va da point 

an point — - et dn segment cjui va du point — ~ an point 

~- r -— On regardera la coupure totale comme ayant deux bords, 

un Lord superieur stir lequel Fargument de Sq (c) est tc, on bord 
inferieur stir lequel cet argument est — t:. Pour les points (e) 
de : Pd - qui lie sent pas sar la coupure, Fargument de (v) est 
compris entre — ~ el Pratiquons, de meme, dans (R) une 

coupure rectiligne allant de o a — i et designons par (R 0 ) la 
figure ainsi modifiee, dont le contour est forme par la droite qui 
va du point o au point — ^ (bord superieur de la coupure), les 

•» . . • i . I . — l -4- Z 

droites qui vont successivement du point — - au point — - — ? 
de ce point au point - ---- de ce point au point de ce point 

au point — -- — O de ce point au point — - et de ce point au 

poioi o ( bord inferieur de la coupure). Le contour de (R 0 ) est 
simple; la fonction log* (c)definie comme etant la valeur prin- 
cipcile du logarithme de S, (c) est reguliere en tout point v situe 
a 1 interieur de (R 0 ). Sur le bord superieur de la coupure et sur 

le segment qui va de — ~ a — - le coefficient de i dans log 2?., (o) 
est z: il est — zz sur le bord inferieur de la coupure et sur le seg- 
ment qui va de — ^ a — ~ — La fonction log2h(c>) est definie 

sans ambiguite pour tous les points de (R 0 ) et de son contour, 
said an point o, a condition de distinguer les deux bords de la 
coupure. 

510. Si Fon designe par p 0 et tq deux points interieurs a (R 0 ) 
et si Ton imagine un chemin allant de v 0 a s>\ et dont tous les 
points soienl interieurs a R 0 , on aura le long de ce chemin 
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o u n o u s ad o p lero n s p o nr I o g ^ • ' c ia J »„* u n 1 1 1 o n \ > iv c *j 1 u : . i : : l ■■ n i !:x e c . 
Cette egalite subside lorsqae i*im des points v ;i . v. vient sur u- 
contour de ( R 0 ) el me me stir la coup tire, mais il imporle de d:s- 
tinguer sur quel bord on se lrou\ e : il sutiil pour eel a de ca.; n si- 
de re r les points in liniment voisins de r w , c, sur le cue;:; in d* inte- 
gration. Elle subsiste encore si les deux points c tJ . c, -out sur !a 
coupure el si Fintegrale est rectiiigne; on peat, dans ce eas. s<* 
placer indifFeremment sur tin bord oti sur 1 ’autre, mais il est in- 
dispensable de regard er les deux points c t; . c, coimne place- sur 
le menie bord. 


oil. Supposons mainlenani que. en allant de c„ a m par le 
cliemin d’integration , on reste toujours dans le rectangle mi l. 
mais qu’on soil oblige de traverser la coupure an point r. par 
exempie, en passant de has en haut. Nous distinguerons les 
points p. C de meme aflixe que r' et situes Tun sur le bord infe- 
rieur, 1’autre sur le bord superieur. On aura aiors 


oil il est enteiidu que les integrates portent sur la memo quanlitr 

et que les in lea rales du second membre sent respectivemeni 
3i(v) 1 " 

etendues aux deux portions du cliemin d integration qui vonl 
de c 0 a r' { , de v[ 2 a v i7 lesqueiles ne traversent plus la coupure. De 
cetle egalite et de ce que logSbuqu logSb (v[ 2 ) out meme partie 
reelle, Landis que leurs parties imagiuaires soul respectivemeni 
egalcs a — ~i et — ~i\ on deduit 




ch' 


= iog 3 ‘i(v , i j — IogS’ 1 (> , 0 .»-r- log^l(v ! i i — io 

= 1 O g l ( C 1 } I Og Xj 1 ( Cy } '17Z l . 


D’une facou generate, en supposant que le cliemin d 'integra- 
tion nc sorle pas du rectangle (R), on aura 


(CXVIIIi) jf dyf = logs, t>, « — log2r,(e«)+ %sr.t, 

cn adoptant pour les logarillimes leurs determinations princi- 
T. et M. — III. “ 
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ja les el ea designanl par \ mi nombre entier que I’on obtient en 
joulanl a u Unit dhinites positives que le che mm d’mtegration tra- 
erse de ibis la coupure en allant de haul en bas, ot an tan t d’unites 
legatives que le die min d'integration traverse de fois la coupure 

n aliant de bas en hant. 


ol2. Considerons. par exemple, Fintegrale rectiligne 


r 


•m(>) 


civ. 


u c 0 est tin point do segment de droite qui \ r a du point — ~~ — 1 

u point - - ? a {’exclusion du seul point — ~ * Le chemin d’i n- 

egration ne traversant pas la coupure, on aura 


/ 

r 




, i v ) 




civ = ]ogS’ 1 (r 0 -f- 1) — log3' 1 (r 0 ): 


?s deux, nombres S*(r 0 4-i), 2r i (e 0 ) sent reels, egaux et de 
ignes contraires : suivant que le coefficient de i dans e 0 est po- 
itif on negatiL etest-a-dire suivant que le point v 0 esl situe sur 

on ou FaiUre des segments qui vont du point — i aux points 

_L — — L — : , rargument de (r 0 ) est ~ iz on — t:; d’ail leurs 

argument du nombre positif Sq (e 0 -r i) est nul; on aura done, 
uivant que le coefficient de i dans r 0 est positif ou negatif, 


:XVIII 2> f " ‘ 

,'. o 

ol3. Les deux resultals contenus dans la derniere formate 
euvent etre relies Tun a l’aulre par le theoreme de Cauchy qui 
ermet plus generalement de deduire toutes les integrates de la 

r 1 •>' ( v \ 

>rme / ~—dv de Tone dtentre elles. 

Soient, en effet, r 0 , tr 0 deux points quelconques tels que les 
aralleles a 1 axe des quantiles reelles menees par ces points, et le 
?gmen t de droite joignant ces deux points ne contiennent aucim 
u’o de la fonction Soit r 0 celui des deux points situes le 
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plus bas ; co ns id crons alors 1 e p ara 1 1 e 1 o 2 ; ra rn i n e do HI les sonmiels 
sont c 0 , c (l — — i . cvVj— i. tr u ; en parcouranl ce par; bcoEnimni!', 
de maniere a rencontre r les sommets dans bordre indique, cm ie 
parcourra dans le sens direct. Si. A est im point one! ;onaue du 
segment qui joint les points c u . tv u : si B est le nufitt J* inter- 
section da segment qui joint les points c 0 ■— i , or,, — i el de la pa- 

rallele a baxe des quantiles reel les menee par A. !a function ~ 
prend les memos valours en A et en B; ii lvsulte de lit que binte- 
grale j* ir-~ d<\ etendue au peri metre du p a r a 1 1 e ! o g r a m m e . est 
(■gale a la difference des integrales reclilignes 

J, iiffr ,A '“X. 


D’un autre cote, bintegrale etendue au parallelogram me est 
egale a a it: lmilliplie par la somnie des residus de la fonetion 

~t--- relalifs aux poles cle cctte fonetion silues a rinterieur du 

.^i(e) 1 

parallelogrammc, c’est-a-dire par le nornbre de zeros de la func- 
tion S 4 (c) situes a rinterieur du parallelogrammc. nornbre qui 
est evidemment egal au nornbre n de zeros de la memo fonetion 
situes sur baxe des quantiles purement imaginaires cnlre les deux 
paralleles a baxe des quantiles reelles menees paries points r 0 , ir 0 . 
15 n appliquant begalite ainsi obtenue, 



5 1 < r » 

?Jl ( c ) 


th' = 



>1 (,C ) 


- ch' — A i~ n. 


an cas oil i'o est un point quelconque du cutedu rectangle (R) qui 
joint les deux points — ^ -4- - -■> — - — -> autre quele point — -■> 

ct en tenant compte du resultatdu n" 012 relatif a la valeur cle bin- 
tegrale du second membre pour ce clioix de r 0 , on obtient aise- 
ment le tlieoreme suivant qui comprend celui du n° 512, com me 
cas particulier : 

Si bon a 

U’o = a -T- 3-. 


en designant par a el |j des nombres reels, dont le second rbest 
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pas en tier, et si Ton determine rentier 11 par la condition 


n < 3 < n i , 


j ~ - — - ^ P — < ^ /? -T- r ) TC i. 




51 i. Considerons encore Linlegralc rectiiigne 

' f 

^l(CI 

-a c w est tm point situe sur le cole inferieur du rectangle 11 qut 
a da point — au point—-—* 

Supposons d'abord qoe la parlie reelle de e 0 , que nous designe- 
ons par a, soil positive; le c hem in d’integration ne rencon Irani 
lors pas la coupure, on aura 


r 


,~j j ( r ) 


civ — I Og 3 1 ( t’o -f- T ) lo g Xj I ( Vq ) . 


Le second membre est Tune des determinations du loga- 
ithme de 

Z! 1 } — q — 2 in i* 0 •+• in — i TuT • 

^1 (^0 ) 

est done egal a la quantile 

— 2 in lx — - j -y in — i nz — i n ( r — *?. a. ) 


igmentee d’un certain nombre enlier dc fois sin. D’ailleurs, 
argument de S f (r 0 ) est compris entre o et — L- l ’argument d c 
1 (Vo — t), egal et de signe contraire au precedent, est compris 


( : ) C’est a M. Hermite que Ton doit la determination des integrates de ec 
pe et du type suivant. ( Voir la Note inseree dans le tome II du Calcul diffe- 
ntiel et integral de J.-A. Serret, p. 887.) It est a peine utile de faire observer 
te les determinations obtenucs dans les n° 3 512-51G sont contenues commc cas 
irticulier dans ia formute generate donnee dans le precedent paragraphe. 
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enlre o et le coefficient de i dans log IS, V, - 7 

est clone posilif et compris enlre o et t.: c ost done - 1 - - n:-: 

Si. c au contrairc. !a parlie reelle de c 0 . one nous coni; mi crons 
de designer par a. est negative, le chemin d ’integral ion m* neon ire 
la coupure an point a en allant de has on haul. et Ton aura 


r 'Eih'i 


- civ — Io:r 3 r. 1. 1\. — 7 


>t ecoi a 


Dans ce cas encore, JogSj (Y 0 — 7 i — iogSj I rO e 
i~{\ — 2a) augmente (Fun certain nombre de fois 2/r: dVdleu rs 
[’argument de Sr, m* 0 ‘i est compris enlre — et - - t:. et celui de 

Sr 1 (e 0 -i- 7 ) est compris enlre ~ et t: : le coefficient de i dans la 
difference des logaritlimes est compris enlre 7: et e'est done 
encore t:(£ — aa) et Ton a, par consequent, suivanl que v. est po- 
sitif 011 negatif, 

iCXVIHi) f" — ir .( t — a x i. 

On a, en particulieig 

'r*~ Jill* = ' r * =- u. 

— -'ll rj Ji — " 


/ 


515. Supposons maintenant qifon ait a eflecluer Fintegrale 
- - 1 -' * ^ r/r suivant un cliemin queleoncrue donne iC'). 

^i(r) 1 1 

Imagine ns le plan reconvert d'un reseau de rectangles, tons 
egaux an rectangle R. Le cliemin d’integralion se decomposera 
en parties dont chacune appartiendra a i’nn de ces rectangles, et 
il est clair qu’ii soffit, pour savoir calculer Fintegrale tolale, de 
savoir la calculer pour Tune quelconque de ces parties, e’est- 
a-dire pour 1111 cliemin contenu tout entier a Finterieur d’un cer- 
tain. rectangle R/- du reseau ; mais comme on pent faire corres- 
pondre les points des rectangles (R*), (R) par une relation de la 
forme v* = v -f- m -f- n 7 , 011 m et n sont des en tiers, on pourra 
ramener toutes les parties du cliemin d’integration a elre con- 
lenues dans R. 
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516. Considerons, par exemple, Pintegrale rectilignc 


r~m*. 


u e 0 est maintenant an point quelcouque, tel toutefois que la 
•artie reellc de e 0 ne soil pas un n ombre entier, a fin que la droite 
u i passe par Jes points r 0 , r 0 -4- t ne contienne aucun zero de 
7, (cL La position de cette droite, qui est limitee aux points r ( > 
t r 0 - - t, empiete en general sur deux rectangles du reseau. 

Posons c 0 = m ji'z -f- a -}- [3 t, en design ant par /?? , /?., a, [3 des 
ombres reels dont les deux premiers sont en tiers, et dont les 
eux a utres verifient les conditions 


— - 

2 2 2 


I < S < -- 


On aura, en entendant que le signe d’integration porte toil jours 

Lir la meme quantile —— -> 

1 *1^) 


■/i-M}T-i-a-!-S7 t tn-hn’z-hfx. 


f -f 

•2 in n T -4- 2 ... 


f ^ in -+- ( « +■ i ) x -+■ a -+• St 


emplacons, dans les integrates du second membre, la variable 
integration e par -L n z -f- <v pour la premiere, et par 
2 — 1 /? - 1 - 1 jz — tv pour la seconde. Le second membre dc- 
i end ra 

- ’ r % ^>1 *. 


i integrate qui figure encore dans le second membre de cette 
quation a ete calculee an n° 514; elle est egale a — 2 a.ru zb 7 :/, 
n prenant le signe -f- ou le signe — suivantquea est positif on 
egatif ; on en conclut 


;xvm,) 


■'STi(0 


2 £ 7 : i'n - - 


iNTEG RALES DES FO NOT IONS DOUR LEM EM PE1IIOD1QUES. I 6” 

On deduira de la, en designant par /* un entier positif. 

( CXVlIIs ) f civ — — A/7‘7: ( r 0 — m - j * 

Zi ( P) \ A A/ 

Dans ces deuv formules, on doit prendre ie signe superietir on 
!e signe inferieur suivant que la partie reelle de t\, — rn est posi- 
tive 011 negative. 


517. Gonsiderons enfm les integrates rectiiignes du type assez 
frequent dans les applications 


I : ttv . 

ou a et [3 sont des nombres reels dont le premier n'esl pas entier. 
Une telle integrate est un nombre purement imaginaire : eile est, 
en effet, le produit par ^ de l’integrale 


Y* J r ( a > 

i a — .rif 

J 0 

1 a - 


dx, 


oil la variable d’integration x est reelle, et dont tons les elements 
sont reels, puisque les nombres y.-±-x~, a — x*z sont des imagi- 
naires conjuguees. 

Supposons, ce qui est toujours permis, que [3 soit positil, el 
deterniinons deux: enliers m, n tels que si I’on pose 


on ait 


a = m — a', 3 — n -- 3', 


1 ^ ^ ... __ 1 

2 "" “ a 5 > 


On observera tout d'abord que la ionction ne changeant 

1 ‘-'it fr ) 

pas quand on change v en v — m , on a 

I -i . _ / •V' -4- r' t > 

f 1 ‘ EliAi f / t - =- f 1 

X_o- Ja'-Sr 


on a d’ailleurs 


' r *-+?/‘z+nz 


a' + pT a — . j <. - v 
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) A . , J 1 ( ('’ 'l 

oates !es integrates portanl sur la meme quanlite cj~~y Un cn 
ooclut, en appliquant les resullats precedemmenl obtenus, 


c\viir :! 



Zl‘ r i 


dv 


r y.' -T- J3’ "T o»/ 

f dv — 9. ni-( x y' . r ), 

J*-?’? 


ii I'on doit prendre le signe superieur ou le signe inferieur, sui- 
ant quo y! esl positif on negalif. Quant a l’integrale qui subsiste 
Ians le second meinbre. il est aise de reconnaitre qu’elle esl egale 


,, . • • i i i Zda 

determination prmcipale de iogv — — — or— - 

1 1 “ ^ i {OL p Tj 




st nolle : le coefficient de f, compris entre — t: et -+- tz cst positif 
i v! et sont de meme signe, negalif dans le cas conlraire, mil 
tour les valeurs particulieres a' — zb 4* 



ON’ DONNE /•- OL’ g :i ; TROUVER T DC y 


INVERSION. 


CHAP1TRE TIL 

ON DONNE A 2 OU $v, TROUVER - OL* to., w,. 


I. — Le problem© pose adxnet une solution et de cette solution 
on pent deduire toutes les autres. 

518. Dans ce qui precede on a toujours regarde les nombres w, . 
w 3 comme donnes : surces deux nombres on a suppose seulemen! 
que le coefficient de / dans le rapport 7 = ~ est different de zero, 
et meme positif toutes les fois qirinterviennen t les fonctions .tr. 
(Test avec ces nombres to l; to 3 que nous avons constroit toutes les 
quantites ou fonctions que represented les symboles g* : TO * 
d(u .\ to j , co 3 ), co 3 ) ? to :{ j, e s , e :; , r iS , r l2 . r A: 5 , 

y/tfj — e :i . . . . ; c’est avec lenr rapport 7 que sc construisent les 
quantiles et les fonctions q , A*, A’' ? Sum. K, Kb snz/. .... qui 
sont toutes determinees sans ambigu’ite. 

11 y aura lieu souvent, dans ce qui suit, de me Ure en evidence 
les nombres to { , to 3 , 7 . Nous ecrirons alors (to, , to 3 ). w a K 

Ic ( 7 ), A J ( 7 ), v A* ( 7 ) , K(t), KbV), an lieu de £r 2 . £r a . A\ AN 

y'Aq y ; A J , K, Kb Nous continuerons a ecrire S(r-7 ( } an lieu de 
£t(p) et nous ecrirons aussi, dans le present Chapitre, sou/, 7 :, 
cn(^| 7 ), dn^/jr), pour designer les fonctions de u el de 7 de- 
finies par les relations (LXXI 3 , 0:7?8? XXXVII, }2 ) ? au lieu de 
sn (u 7 A'), cn ( u, k), dn(u,k), notation que, afm de nous con- 
former a Fusage, nous avons introduite an n u 301. 



CALCUL INTEGRAL. 


Dans les problemes qui dependent des fonctions elliptiqnes ce 
ivesl cependant pas les nombres co 4 , co 3 on t qui sont immedia- 
' ement donnes. La solution de ces problemes se ramene a 1 inte- 
gration de i'eq nation difFerenlielle 

/ dr . 2 , „ 

\cia) =*r—c*r- 

oii u clesigne la variable, r la fonction inconnue et y 2 , 73 des 
nombres donnes, t els que ^equation 4 y :i — JiV — 73—0 n’ail 
pas de racines egales. 

On obliendra une solution de cette equation si l’on connait 
deux nombres co , . co 3 a rapport imaginaire, tels que les quantiles 
jcnodoj, co ; > co,, co 3 ) , definies par les series (IV 5 ) 


^ C 0 3 ) — Go y ; > 

( “> m (Oj -r- A 71 co 3 )* 

1 m , n ) 


gz\ Wj. CO 3 } = I |0 




( 2 ni COi 2 n 0J3 ) ,j 


aient les valeurs donnees y 2 , 73- Cette solution sera la fonction 
puLco,, co 3 ) formee au moyen de la variable u et des nombres co< , 
co 3 comrne il a ete explique aux n os 86-88; on a, en effet, de- 
mon! re an n° 98 qu'unc telle fonction verifie Lequalion dififeren- 
lielle 

dr - 

( ~~ j zrr. 4 jrS - ,? 2 (t0 1} CO :i )y — ^3 ( (0 4 , CO 3 ), 


et "v co,. co 3 \ y g :i ( co 1 7 co 3) sont respective me nt egaux a y 2 , y 3 . 

Les niemes problemes dependent, si 1 ’on veut, de Integration 
Je ['equation differentielle 



= ( 1 —rOO — *rbb 


ou */. est un n ombre do one difFerant de o et de i. On obtiendra 
une solution de cette equation si 1 ’on connail un nombre imagi- 
naire t, dans lequel le coefficient de i soit positif, et tel que la 
quantile /r 2 (7), definie par la formula (XXXVII t ) 
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ail la valeur donnee x. Cette solution sera la fonction su-Vt* 
formee au moyen de la variable a et du nombre t de la maniere 


suivanle : on construit d’abord (XXXII) les fonctions Sh-tj de 
la variable independantc v et de t; on forme ensuite (XXXVII,. ... 
LXX[ 3 ) les quantiles 


,7 — ^2 ( O \z 

v 'a 7 — or 7 

^ 3 ( o | t i 

et Ton pose enfin (LXXI„ ) 

sn(w|7 


K ( 7 ) — O'T'l, 

‘i 


c - ( Z{ ■ \ 

_i_ ^UK jV 
v ; *(7 c.. / ji.; \ ‘ 

-+ Uk 7 


lin effet, d’apres ce que Ton a vu aux n ,,s 301-306. la fonction 
de m ainsi formee, qui est idenliquc a la fonction snf u, /A definie 
an n° 301, doit verifier l’equation difierentielle i'LXX,) 


(dy 
\ du 


( 1 — 1 — * 2 < 7 >r-L 


et /i-(t) est egal a x. 

On voit, des lors , se poser les problemes suivants : 

Quancl on se donne les nombres y 2 , y 3 ou x, existe-t-il deux 
no nib res d rapport imaginaire to,, to ;{ , ou un nombre imagi- 
naire t dans lequel le coefficient de i soit positif \ qui verifier t 
respectivement les equations 


0-2 Ol, C0 3 ) = Ya, 0)3 ) = 73, 

ou 

**(7=*? 

Quelles sont tontes solutions de ces equations oil ojj, o> :; 
ou 'z sont les inconnues? 


519. Nous demon trerons d’abord les deux theoremes suivants : 

I. — Si Von se donne deux nombres y 2 , y 3 tels que V equa- 
tion eny 

Sy z — W — Y3 = o 

ait des racines distinctes s., £0, otr ce etui reeient cat mime , 
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si Con se donna trois nombres distincls £|, £3 dont la 

somme soil nulla et si Con pose 

1 1 existe deux nombres co 1? co 3 teh que la par tie veelle du rap- 
port soil positive (non nulle) et qui verijient les equations 

: i ■ v'doi. (ojj — *'.j. ,^ 3 ((i)[. a) 3 ) = y« • 

IL - 5/ Con se donna un nombre x zi’es/ /u negatif, 
ni posit if at plus grand que i, il exisle un nombre t dont le 
aoefil/den t de la par tie imaginaire est positij \ qui verifie Ca- 
pua lion 

■5. A-S(*=)=x. 


520. ?Sous commencerons par montrerque le theoreme If, sup- 
pose vrai, enlraine le theoreme I. 

Les nombres distincts s, , £ 2 , £3 etant donnes ( s 4 — j— e 2 -{- e 3 := o), 
posons 


On pent ton jours supposer que les nombres £, , e 2 , s 3 aient ele 
ranges de facon que les conditions imposees a 7 . soient verifiees : 
elles le sont, quel que soil 1 ordre de s ( , £ 2 , £ 3l si ces trois points 
iie sont pas en ligne droite; s ? ils sont en ligne droite, on prendra 
pour £ s . £;> les points extremes, pour £•> le point intermediaire. 

Avec le nombre t qui, par hypo these, verifie l’equation (j3) con- 
struisons les fonctions .^(ej 7 ), puis, ay ant clioisi arbitrairement 
!a determination de \'z { — £ ;{ , determinons oj, par la condition 


et posons <o 3 = to, t. Construisons ensuite les fonctions d(u\ 0 ^, w 3 ), 
JP( ^ • co, , co 3 ), ... et reprenons, pour toutes les quantites qui se 
rapportent a ces fonctions, la suite de nos notations habituelles. 
Nous aurons (XXXVI 3 ) 


V' e 1 e 2 = 2r|(o| 

20)i 6 K 1 
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et, par consequent, ^ e, — cp> — ^ s,— s 3 ; or, cetle egalitd rap- 
prochee cle la definition de x et des equations 

/•■pa-', — C - — e * 

" V ' ^i— <? s ? ^ i '“~~ -a— °r 

don l la premiere resulle de la formule iXXXVil,;. munliv, 
piusque x esl, par fivpotliese, egal a k- { 7 quo Ton a 

et, par consequent, g., = y •>, £ , 3 = y 3 . 


521 . Tout esl done ramene a la demonstration du theoreme II. 
Nous clemontrerons d’abord ce tlieoreine iorsque x est un no mb re 
reel, positif, plus petit que un, et nous elablirons, pour cehu la 
proposition suivante : 

— Si x e\s7 an nombre red. posit if : pins petit que an. 
on satisfait a V equation (3) en posant 


' p - do 
.1 hi — x sin 2 



i x 
x 


Dans les integrates , oil tout esl reel , radicaux out le sens 

arithmetique; j esl done reel et positif 

Conslruisons, en diet, avec la valeur de 7 aiiisi ddiiue, trs 
fonclions &(u[t)^ /d(7j, K(t), 1X(tn les quantiles /d< 7 /. 

A 72 ( 7 ) seront reelles et positives (puisque 7 est purement imagi- 
naire), plus pe tiles que un (puisque lenr somme est egale a an . 
et Ton aura, comrne on Fa vu (* ) an 11 0 311, 


K ( 7 ) 



V'd — 


do 

k- ( 7 ) sin 2 o 




(i) A la verite les formules cla n° 3 i 1 ont etc deduilcs des formules des n c " 21 i 4 
ct 298 qui donnent, sous forme d’inlegrales, les expressions de hi l \e l — e.. 

^ Iorsque Wj et sont reels et positifs; mais, d une part, les furoiules 

l l 

que nous citons dans le texte auraient aussi Lien pu ctre deduilcs diieelcment 
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en dormant aux radicanx leur signification arithmetique. Puisque 
'LXXI,.di / KLV) est egal a :R(:), on a done la proportion 

1 ^ rfc 'f* do 

. Y, \ 7 1 — 11 — */- ) sin - o . / \/ 1 — [ f — /t - ( ’z ) | s i n - cp 

' - 2 do ' /• - d'Q _ 

v {, V i — x snF-o . / / 1 — k-(z) si n 2 o 

or cette proportion entraine 1’egalite x = A*-(t): car si, dans lc 
premier rapport. on regarde poor on instant x conune une va- 
riable el si I'on imagine que x augmente de oai, le denoniinateur 
auginentera en nieme temps que le nuinerateur diminnera ; le rap- 
port dim inn era done eonslamment et n’atteindra la vale Urdu se- 
cond membre qu'une seule fo is, quand x sera egal a 

La proposition est done demontree, dans le cas ou x est reel, 
positif, plus petit que un; en d’autres termes, dans ce cas, on a 



ou, d'une facon plus explicite encore, si, dans le premier membre 
de Tequation (3), on remplace t par ce premier membre se 
reduit identiquement a x. 

522. C est cette derniere remarque, etablie seulemcnt dans le cas 
ou x est positif et plus petit que un, qui va nous fournir la de- 
monstration du theoremell dans sa generality, demonstration qui 
resultera de ce que deux fonctions analytiques de x ne peuvent 
coYncider sur une ligne sans etre partout identiques. 

dans le cas ou j est reel et positif, sans passer, comme nous I’avons fait, par 
i’iniermediaire dcs fonctions et., d’autre part, si l’on veut retablir toute la 
chaine des deductions que nous avons faites dans ces divers numcros, il suffit, 
apres avoir choisi - comme nous venons de Fexpliquer, de choisir arbitrairement 

le nonibre positif «*>,, de prendre = aqr, en sorte que ^ soil reel et positif, de 

construire toutes les fonctions dont on a besom au moyen des demi-periodes w„ 
e r e -y sont alors reels, ranges par ordre de grandeur decroissante, etc. : la 
conclusion est la memo. et les quantiles oq, to, nc figurent dans cette conclusion 
que par leur rapport v. 
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Nous elablirons le theoreme suivant : 

IO ~ En supposant que x ne soil ni un nombre negalif, ni 
an nombre positif plus grand que an, on satis/era h I'i/na- 
don x = A' 2 (7), en faisant 

(C XIX,) x = ‘ r -=^L — , 

J 0 y/ 1 — 7. sin 2 5 

On suppose que la variable cl' integration g soil reelle el que 
les parties reelles cles radicaux soient positives. Dans ces con- 
ditions, le coefficient de i dans 7 est positif. 

o23. Observons cl ab or cl que les integrates definies q u i precedent 
ont un sens pourvu qiFon fixe la signification cles radicaux el que 
les quantiles sous les radicaux ne s’annulent pas dans les limites 
de 1 integration ; dans ces limites i — xsin-s ne pent s'anniiler 
que si x est reel et plus grand que un, i — i — x) sin-g ne pent 
s’annuler que si x est negalif. 

Ces remarques conduisent a introduire dans le plan qui sen a 
representer le nombre x deux coupures, l ime qui ira cl n point i 
a -t- co en suivant Faxe des quantiles positives, Fautre qui va de o 
a — oc en suivant Faxe des quantiles negatives. Nous ciesignerons 
par (T) le plan clans lecjuel on a pratique la premiere coup ure 
seulement, par ( T) le ]>lan dans lecjuel on a pratique la seconde 
coupure seulement, par (<s), enfm, le planavec les deux coupures. 
II va sans dire que quand on parlera d un point appurtenant a Fun 
des plans coupes (T), (T'), (£), on entendra que ce point n’est 
pas sur une coupure du plan considere. 

C’esl surtout au plan (£), a deux coupures, que nous aurons 
affaire : nous reunissons ici quelques remarques et conventions 
qui nous seront utiles, soil immediatement, soil dans la suite. 

L J argument de tout point x du plan (<£) sera suppose compris 
entre — tc et -J-t:; cet argument varie d’une facon conlinue 
avec x, qui, encore une fois, ne doit jamais traverser les coujaures. 
C’esl cette valeur de l’arguoient que Fon adoptera pour celles des 
fonctions de x dont la determination depend de Fargument de la 
variable; ainsi, en designant par m un entier positif, ™ x sera un 
nombre dont la valeur absolue sera la racine m' vme arillimetique 


dz 


Ju V l ~- ‘I — y. >ln-z 


f x 
x 
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u# x . el eiont L ar^umenl sera compris enlre e t — ; t x sera 

1 m m v 

alors clans le plan <’£’/ une fonction holomorphe cle x, fonction 
don l la parti e reelle sera positive et dans laquelle le coefficient 
de i aura le meme signe que le coefficient de i dans x. De meme 
logx sera un n ombre dont la partie reelle sera le logarithme nepe- 
rien de jx . et dans (equel le coefficient de i sera l’argumenl 
dex: ce coefficient sera encore du meme signe que le coefficient 
de i dans x. et fon aura 

logx — log' ( — x ) : Tzi, 

suivanl que fe coefficient de i dans x sera positif ou negatif. 

II est clair que le point i — x est le symelrique du point x par 
rapport au point qui est lui-meme un centre de symetrie pour 


Fig. 2. 



es deux cou pares ; les deux points appartiennent en meme temps 
u plan coupe. 

loot ce qti on vient de dire de Fargo me nt de x, dc ; px, cle 
jgx, s'applique natureliement a {'argument de i — x, a 
logo i— xs; on observera, en passant, que les coefficients de i 
ans x et clans i — x sont de signes contraires. 

Toutes lesfois que, z designant une quantite quelconque, logs 
st defini, nous entendrons par lo g(as), ou a est un nombre positif 
uelconcjue, 

log i az) = loga log z 7 
ii loga a sa valeur arithmetique. 


ON DONNE A- OE , 

Lorsque x ap par lien!: an 
ioo- — — la determination loax 

^ I — X 




uue le coefficient de i dans loir — - — est Fannie moiuaro nm* 7- e- • 

1 ^ £ y •, - ' 

valeur ab sol tie, sous leq tiel on volt du point o le segment qui va 
du point 1 — 7. an point x : cel angle est posilif si 7. est a u-d ess ti- 
de Faxe des quantiles reolies, negatif dans le cas coniraire. Cello 

determination est encore la valeur principal e de log—--—? qui esi 
holomorphe dans 

Lorsque r s varie de o a le point 1 — 7. sin- s deceit le segment 

de droite qui va du point 1 an point 1 — x: en meme temps ie 
point 1 — (1 — x) sin 2 cp deceit le segment de droite qui va du 
point 1 au point x; les deux points 1 — x sin 2 eg 1 — (1 — 7) sin 2 g. 
qui, pour une meme valeur de g, sont siloes sur line meme pa- 
rallel a la droite qui joint le point 1 — xau point x, appartiennenl 
au plan ($), si le point x appartient a ce plan. 

Nous definirons les quantiles pi— x sin 2 3, yd — 1 1 — x] sin 2 :; 
d’apres la regie generale donnee plus haul pouryx, \ 1 — x : leitr 
par tie reelle, qui ne s’annule certainement pas, est alors positive, 
de sorte que la definition qu’on adopte ici est conforme a celieqif on 
a adoptee dans Fenonce du tlieoremelL, pour preciser le sens des 
integraies definiesX, X'; les coefficients de i clans ces deux radicaux 
sont d’ailleurs de signes contraires. Le point y 1 — x sin 2 g est situe 
dans Tangle aigu forme cFune part par Faxe OP des quantiles po- 
sitives, de Fautre par la bissectrice de l’angle forme par ce meme 

axe et la droite qui va de O au point 1 — x; le point - _ — === e s t 

y" i — 7 . sin 2 

situe dans F angle aigu POA symetrique de Tangle qu’on vient de 
definir par rapport a Faxe OP. On verra de meme que le point 

- — r est situe dans Tangle aigu POA / de la figure : la 

\/i — (1 — xjsin-o 

direction OA 7 est la symetrique, par rapport a Faxe OP. de la 
bissectrice de Tangle forme par la droite OP d’une part, par la 
droite qui va de 0 a x, d’autre part. Dans la figure la direc- 
tion OA est au-dessus de Faxe des quantiles reelies, et la direc- 
tion OA 7 est au-dessous; cela tient a ce que le point x a ete pris 
T. et M 12 


CALCUL INTEGRAL. 


i-S 

au -dess us de Faxe des quantiles reelies; ce serai t Finverse s’il 

e tail ati-dessous. 

o2i. On re con nail immediatement qtie si deux n ombres ima- 
ginaires sont represen tes par deux points situes a Finterieur d’ un 
angle ayant pour sommet le point 0, la somme de ces deux 
nombres sera representee aussi par un point situe a Finterieur du 
meme angle; il en sera de meme si Pon considere autant de 
nombres que Pon veut, tous representes par des points situes a 
Finterieur d : un meme angle, et la meme conclusion s’etend a une 
integrale, qui est la 1 i mi te d’une somme. On voit done que F in- 
tegrale definie X sera representee par un point situe a Finterieur 
de Pangle POA et Fintegrale definie X' par un point situe a Finte- 
rieur de Fangle POA'; les parties reelies des deux nombres X, X r 
sont essentiellement positives ; quant aux coefficients de f, il s sont 
de signes contraires; le premier est positif, le second negatif 
quand le coefficient de i dans x est positif, comme dans le cas de 
la figure ; c’esl Finverse quand x est situe au-dessous de Faxe des 
quantiles reelies; les coefficients de i dans X, X' ne sont nuls que 
si x est reel, positif, plus petit que un. Dans tous les cas, Tangle 
AO Ay qui est la nioitie de Tangle sous lequel on voit du point O 
le segment qui va du point i — x au point x est aigu; il en est de 
meme, a fortiori , de Fangle interieur a celui-la forme par les 
deux directions qui vont du point O aux points X, x', e’est-a-dire 

de 1 argument du rapport ^ • La partie reelle de ce rapport est 
done positive : il en seraitde meine de la partie reelle du rapport 
inverse. On observera que Fargument de fixe comme nous Pa- 

vons fait, est, d’apres ce qu’ou vient de dire sur la position des 
points \y X, negatif si le point x est au-dessus de l’axe des quan- 
tiles reelies, positil dans le cas contraire; en d’autres termes, les 
x h 

coeilicients de i dans ~ et dans x sont de signes contraires. 

Ceci pose, dans le plan (s), X et X f sont des fonctions univoques 
de x, d'apres ieur definition meme. En chaque point du plan ((5) 
ces fonctions sont regulieres, e’est-a-dire que si Pon augmente x 
d nne quantile A, suffisamment petite en valeur absolue, les fonc- 
tions X et xf ainsi modifiees sont developpables en series enlieres 
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en A (on do tin era tout a The a re les expressions de ces scries';: 
elles sont done des fonctions holomorphes de x dans ie plan ; 

II en est de merne du rapport ~ puisque X ne s'annule pas, non 
plus que sa par tie reelie. 

Rep or tons- nous main tenant a inequation A*- ~ x. D ‘a pres la 
formule (XXXY1I G ) ? A 2 est egal a il est done clair que si 

i’on regarde 7 coniine une variable, A-; t ; sera line fonction holo- 
morphe de 7 pour tous les polo is 7 si lues au-dessus de I‘axe des 
quantiles reel les ; or le rapport est represente par un tel point, 
lant que x appartient au plan ; £ ■: A ,2 ( 7'-, quand on v regarde 7 
comme egal a , est done une fonction (de fonction') holomorphe 

de x ; or A* 2 ( ) est egal a x quand x est reel compris entre o et 1 : 

done enfm regalile k- ( j = x subsistera pour Louies les valours 
de x appartenant au plan (e'l. 

o2o. Nous avons obtenu une solution de Fequaiion en 7 . 
= a savoir 7 = — ; nous nous proposons maintenant de 
les avoir toutes. Et d'abord, des qu'il v a une solution, il est bien 
evident qu’il yen a une infinite \ si a, b, c, cl sont qua Ire nombres 
entiers choisis parmi ceux qui satisfont aux conditions du cas i u 
du Tableau (NX C ), on a, en effet, comme il resulte du Tableau 
(LXXX 3 ) dans le cas i°, 

r- = k'- ( c - d .~ ) = ( - iY a k°-(~.) = k-H- ). 

\ a - r - b'z J ' ' 


de sorte que, si a , cl sont des entiers impairs et b : c des entiers 
pairs tels que Ton ait cicl — be — 1 , 1c nombre est, en meme 

temps que le nombre 7, solution de Tequalion Jc- (7) x. Mais 
n’y en a-t-il point d’a utres? 

Nous avons rappele que la fonction y = sn(w|7) de a et de : 
verifie Inequation diiferenlielle ( LXX/) 





la fonction z = sn' 2 (u ' 7) verifie done manifestement Tequatior 
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II en re suite que, si v f el To designent deux solutions de liqua- 
tion les deux fonctions sn 2 {u j t, ), sn 2 (zz [ t 2 ) de la 

variable u verifieront necessairement la meme equation clifferen- 

tielle 

i ' --Hi— 

mais alors ces deux fonctions s n-(u j v, ), sn 2 (« | ? 2 ) de la variable u 
sont necessairement iclentiques. En effet, on sail que la fonction 
sn u est developpable en une serie de la forme 

an -f- bu z cu 5 -i- . . . ; 

la fonction sn 2 u sera done developpable en une serie de la forme 
a u- -h b u> -+■ c u c > -i- . . * ; 

or. coniine il est bien aise de le voir, I’equation difTerentielle pre- 
cedente determine sans ambiguTte les coefficients A, B, C, ... de 
ce developpement en fonction de x seulement. 

A la verite, la demonstration ne s’ applique que dans le do- 
maine de convergence de la serie en it 2 ; mais, comme deux fonc- 
tions analvtiques de u ne peuvent coincider dans une portion du 
plan sans coincider partout, noire assertion n ’en est pas moins 
e video te. 

Les deux fonctions sn 2 (u |v,) ? sn 2 (zz|v 2 ) de la variable u etant 
identic[iies admettent evidemment les memes zeros : les nom- 
bres ( 1 j n /??8 K(vjj am' sont done les memes dans leur 
ensemble que les nombres 2 m 2 K (v 2 )H -2 m[, ) en suppo- 

sant que m { , m \ , m[ 2 soient des entiers ; e’est-a-dire cjue les 

nombres K(7 4/ ), zK/^) doivent etre equivalents aux nombres 
Kut 2 ), zK'(t 2 ); ils ne peuvent etre que proprement equivalents, 
puisque les coefficients de i dans les rapports 

u ) ~ . K(v 2 ) ~ L2? 


(*) Voir Tome II, p. 2S5, fig. 1 . 
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sont de me me signe : ea d'autres lermes. il exisle quatre callers 
a 7 b. c . cl lies par la relation ad — he — i , lels que Fon ait 

K ( z-2 —a K —hi k t : . 

/K (: 2 j — c K — A'K’i T; . 

D'ailleurs la fond ion sn 2 ( u t 2 ) devient inlinie. on egale u an. 
quand on suppose */ egal a /KF t 2 ), on a K.(t 2 ' : il doll en etre de 
meme de la fonction sn-(a : t 5 ) qui est la meme fonction de u que 
sir(u\z 2 K quand on y suppose u egal a. cKd> — cli K’ X ‘ on a 
^ K.(t ( ; — - 6/K ‘ T { ) ; on en conclut Lien aisement. par les for- 
mules (LXXIF, que c et h sont pairs, a et cl impairs. Si v s est one 
solution de 1 equation x == A' 2 ('V>. toute solution de cette equation 
est done de la forme 

_ c — dz\ 
a ~ hz i 

oil <rq b. c, a 7 sont quatre nombres entiers qui satisfont aux condi- 
tions du cas i° du Tableau de formules relatives a la transforma- 
tion lineaire. Or t, == — est une telle solution: les nombres de- 
x 

finis par la formule 

_ c x ~ di x 

a\-r-bis! 

ou a , b, c . cl out le sens que Fon vient de rappeler, et eeux-la 
seulement, verifient done ( 1 ) Fequation k- (v) = */.. 

526. Clierciions maintenant toutes les functions analytiques de 
la variable */. qui, mises a la place de v, changent identiquement 
k-(d) en Designons par x 0 une valeur de v. ou Fune des fonc- 
tions analytiques chercliees soil reguliere; la valeur de cette 


( l ) Si Ton demande seulement les nombres t qui verifient Tequation k 2 (z\ = v. 
et pour lesquels la fonction sn ( u j v ) est la meme fonction de w, en rejetant ceux 
pour lesquels la fonction sn ( u | v) est remplacee par — sn(u J t), on veil aise- 
ment, en s’appuyant toujours sur les formules (LXXII). que ce sont ies nombres 
de la forme 

cx-rdix' 

* ~~ ax -f- bi'X 

oil a et d sont congrus a i, modulis 4. tandis que b et c sont des nombres pairs 
cboisis parmi ceux pour lesquels on a ad — be ~ 1, et ceux-ia seulement, qui re- 
pondent a la question. (Cf. Schwarz, Formules , p. 3 i.) 
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fonction pour x s=x 0 peut etre mise d’apres ce qui precede sons 
la forme 

_ 0 x ( Z(l * ^X'(xq) 

* u ~~ a x ( x 0 ) H- bix ! ( v. 0 ) ’ 

ou ( 7 ? h , c\ c/ sont des nombres determines clioisis parmi ceux do 
cas i° du Tableau (XX C ). La fonction de x 

cxf/. l -f- <//x'(x) 

rtX(7. ) -r- 6/xV/.) 

se reduit a t 0 , pour x = x 0 , et verifie identiquement Fequation 
= x. (Test la seule fonction de x, reguliere en x 0 , qui sa- 
tisfasse a cette double condition; en effet, une telle fonction est 
entierement determinee, puisque Fequation /c 2 (r) =x determine 
sans ambigui'le les valeurs, pour x ~ x 0? de toutes ses derivees. 

527. D'apres ce qu’on a dit au n° 520, on obtient une solution 

des equations (sc) en prenant une solution de Fequation x = /c 2 (t) r 
par exemple la solution , en cboisissant arbitrairement 

ane determination de y-s, — s 3 , puis en faisant 

- ^l(oh) 

= io 3 =tco 1? 

•2 / £l — S 3 

ou, ce qui revient au meme, 

x t‘x' 

Wi= - > W 3 = 

V /£ l — £ 3 V £ 1 — £ 3 . 

on a alors, com me on Fa vu au meme mimero, 

1 j / 

— P(«a i w i ; ) = s a , / e i — e 3 — — = /s* ~~ £3- 

528. On pent sans peine deduire toutes les solutions des equa- 
tions (sc) d une solution to l: co 3 ; en effet, une seconde solution 
w i 7 conduirait a la meme fonction pu que la solution 

°>3? puisque les deux fonctions verifieraient la meme equation 
differentielle et comporteraient les memes developpements en 
serie. Les deux fonctions p(u ] co l7 co 3 ), p(u ] to', to' 3 ) etant iden- 
tiques, les reseaux des parallelogrammes de periodes coincident : 
on en conclut que les nombres to', co' 3 sont proprement ou impro- 
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prement equivalents aux nombres co,. to ;J : en 
toutes les solutions des equations ( y. ? sont dorm 
mules 


(CXIX3 ) 


a x — 6/ x’ ex— <// x' 





oil a- ? c, sont des entiers assujettis a la condition ad — hr r i . 
Les fonctions analytiques de y 2 , y 3 que definissent les tommies 
precedences sont d’ailleurs les seules qui, mises a la place de w.. 
co 3 dans les seconds membres des equations ( y.) transformant ces 
equations en identites. Le probieme propose est done resolu. 


529. Revenons maintenant a ^equation x el a ce fait 

essentiel que, en supposant le point x dans le plan -y y elle se 
transforme en identite quand on v remplace t par l -~-; nous aliens 
reunir ici quelques consequences de cette proposition, conse- 
quences qui nous serons utiles plus lard. 

Tout d'abord on a, en attribuant a { x. { i — */. les significations 
qui ont ete specifiees au n° 523. 



en effel, pour chacune des deux egalites, les quatriemes puis- 
sances des deux membres sont egales. en vertu de 1’egalite 

x == k- et, pour chacune des egalites. les seconds membres 

sont, comme les premiers, positifs lorsque x est posit! t et plus 
petit que un; 1’egalite, etablie pour ces dernieres valeurs de x. 
subsiste dans tout le plan (S), puisque les diverses fonctions que 
1’on considere sont bolomorphes dans ce plan. On pent ecrire 
encore 




/ , / i n ' > 

. 


(CXIX,) 

^ I 



l (r) 


Des relations (XL,) on a cleja deduil an n° 173 la relation 




i — \/k' ( z ) _ 2r ; > ( o | t ) — StRo | z) _ 
i -T- v/F(T j ~ STuT^T-r- 
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jimae on vient de voir que, dans to til Se plan (G;, k ! (~rj 
51 eg a I a { i — x. on a done, dans toutle plan (G), 


I 



i — {/ 1 — z 
r — v r — x 


^ / i i\'\ 

/ 1 x \ 

.5-; O 1 

( o — 


\ x / 




En se reportant a la formnle (XXXVII,), on en concluL 

fegalite 

cxiX;i ’"IS = , 


oil, dans le second memhre, on suppose que q — e ~ ru est rernplace 


pax' e x . 
[/expression 


I — \/ J X 

I -r \/ 7 =* 


qui est evidemment nne fonclion ho- 


lomorphe de x dans le plan (G), jouera tin grand role dans les 
ealculs numeriques; nous la represenlerons par [3. Observons que 
sa valeur absolue est plus petite que x, car, la partie reelle de 


{ i — x etant positive, le point \! i — x est a nne distance moindre 
du point i que du point — i, et le rapport de ces deux distances 
n'est autre chose que la valeur absolue de 3. 


530. On a de me me 


iCXIXj 








En efFet, iorsque x est positif et plus petit que un, Fegalite 
x = k- (V) entraine les egalites 

K('z) = x, K'(-) = x', 

puisque K(t) et x, d’une part, K'(Vj el X' de 1’ autre sont alors 
representees paries memes integral es definies ; mais, quand on 

regarde t comme egal a ~ 1 X('r) et K/(t) sont, dans le plan (G), 
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des fonctions (de fonctions > holomorphes de x: les egtdlles soL- 
sistent done dans lout le plan ( o 
De la relation 

t: / i \ 

Z- jo — j = \ 

• 2 " X 


on deduit, en designanl par ^ X la racine carree de \ dont la 
parti e reelle est positive, el par | - la racine carree arithmetique 
de - 7 

•j 

(C XIX; > v x --- | - ^ ; ( o — j : 

t * ; X 

cn efTet, les deux membres qui sont des fonctions holomorphes 
de x dans le plan (£) sont positifs quand x est positif. plus petit 
quo un. Cette egalite, jointe aux precedentes, donee les relations 


(CXIX T) 


( t“' /s = V 1 ° t 

< 

( p* |o T '' 


d’ou, a cause de la relation (XXXV I 5 ). 

( OXIX 7 ) o £/•/, p I */. ^ y X/ J = 4 • — f O — j * 


531. La premiere formuie (XL,) donne im media tement, en te- 
nant compte des formules (XXXV IL) et (LXXI-). 


1 * G 

= ~ Kt ■: >[1 — v’A' i n j]'. 

1 

Voyons ce que devient cette egalite quand on y remplace v 
par — 7 x et x' etant les fonctions holomorphes precedemment 
definies de la variable x qui est assujettie a resterdans le planets j. 
La fonction /e 1 2 (t) se change alors en x; A 2 (^4~) se change done 
(CXlX 5 )en 
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quantile qui, comme nous bavons vu, est en valeur absolue plus 
petite que i. Designons aussi par ce qne devient X quand on y 
re mp lace x par x { : ala verite Xj peut etre negatifet se trouver, 
par suite, sur une coupure du plan ((c); Xj n J en est pas moins de- 
fini puisque 1'on a vu que la coupure pratiquee le long de l’axe 
des quantiles negatives ibinteresse pas X qui est defini dans tout le 
plan (Ti. 

Le dernier membre de l’egalite a transformer devient manifcs- 
tement 

7 X (l — V''!— Y.y. 

I 

Pour voir ce que devient le premier membre, placons-nous 
d'abord dans le cas normal ou j est reel et positif; x = /i' 2 (t) est 

alors reel, positif et plus petit que i, et il en est de meme de 
i 4 = Z' 2 (4 t) ; il est clone clair que clans le cas normal X 1 est egal a 
K(4 t) comme X est egal a K(t). On a done, dans ee cas, Legal i te 


x 1= =~ -*)\ 

D ailleurs, quancl /. reste dans (£), [3 4 reste dans (T) ; x< est done 
une fonction (de fonction) bolomorphe de x; il en est manifeste- 
nient de meme du second membre de 1’egalite precedente; cette 
egalite subsiste done pour toutes les valeurs de x qui appartien- 
nent an plan (S). 

En ecrivant x(x) au lieu de X, e’est-a-dire en regardant X comme 
un signe fonctionnel indiquant une operation a eflfectuer sur le 
nombre x, on pourrait ecrire le resultat precedent sous la forme 


( GXJXs ) 



7 X(x) (l-r \J I — x)“ . 


En se rappeJant que K'(4~) est egal a 4 jttK(4t) comme K/(V) 
est egal a ztK(t), on d<5duit de 1’ egalite (a), la suivante 


K'(4")=K'(T)[ IH - v //7(r;] 2 . 

En designant par x' ce que devient x' quand on y remplace x 
par t 3 5 , et en raisonnant comme tout a l’heure, on verrait que, 



TROl’YER T Or 


OX DOXXE k- OU gn , £r z ; 

dans le cas normal oil j est reel et positif. ceUe enable devienl. 
iorsqif on y remplace t par — , 

x', — \ r U — v' i ' ; 

niais celte egalite ne subsiste pas dans tout le plan e ’• parce quo 
la coupure le long de faxe des quantites negatives interesse fin- 
tegrale x\ 


532. Pour ce qui est de la solution des equations V . oil 
£3 sont les donnees, solution qui est fournie paries formules 


x 1 \ ! 



nous avons fixe arbitrairement la signification de y s { — s 3 . sans 
rlen dire de \U h — s 2 , \ s 2 — So ; convenons de prendre 

V /£ i — v^l —23 v/l — * » V'22 “ S3 - — V *1 — *3 \''A \ 


les radicaux y/e, — e 2j y/e 2 — e 3 coincideront alors respect! vement 
avecles radicaux y/s, — s 2 , y s 2 — s 3 ; on sail dejaque y e % — e> coin- 
cide avec \/e { — s 3 . 

Choisissons pour (/s i — s 3 celle des racines carrees de \s { — s ;; 
que Ton voudra, et prenons, en conservant pour y x la determi- 
nation specifiee plus bant, 

(CXiXg) v^T = 1 ~= ; 

V £ 1 — 2 3 


a cause deia formule (XXXVI 3 ), on aura alors y e { — e :i = y s t - — s 3 . 
Determinons enfin les valeurs de ys, — s 2 , y s 2 — s 3 paries condi- 
tions 

(GXIX9) y/si — £ 2 = y/si — 2 3 ’\J 1 — x, \/ £ 2 £3 — £3 V / -j 

et les valeurs de y/e* — e 2 , { e 2 — e 3 coincideront avec celles 
de y/s* — so, y s 2 — s 3 . 
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J r- do 

f - -^ == 

! % sm' 2 cp 


i consideree 


comme f ©notion de x. 


533. Xous aliens maintenant etudier de plus pres les fonctions 


x= I 2 -..- 

J \ i — z sin - o 


-f'rr- 


■ (l — 7.) Sin- Cp 


que nous designerons aussi par x(x), x'(x) = x(i — x). Ces deux 
fonctions sont (n° 524- ) holomorphes dans le plan (<£) ; la premiere 
est liolomorphe dans le plan (T), la seconde dans le plan (l 7 ). 

En supposant que x appartienne a (T) et que le cercle decrit 
du point x comme centre avec un rayon egal a [ h | n’atteigne pas 
la coupure de (T), on pent ecrire 


\ i i 7. — h) -Sill 2 o 


7. sin- cp 


en conservant a tons les radicaux Ie sens present au n° 523; les 
deux membres sont, en eflfet, certainement egaux au signe pres 
et les signes sont les memes pour les petites valeurs de A; l’egalite 
subsiste done taut que les deux membres sont des fonctions holo- 
morphes de A. En developpant la quantite 


par la formule du binome, et en integrant entre les limites o et 

on trouve 

t , 1 i / i -3- i .3 .5...?, 71 — r T , 

\ t /.— In = \(7.i — - J i h — — JoA 2 — ...h J n 

2 2. 4 ' 2.4 ...2/1 


ou i on a pose 


i _ r ~ sin-" o do 

n— j ^ 

J 0 xsin 2 cp) ■ 
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II est aise d'obtenir pour les integrales S fi one for mule de re- 
duction. En integrant entre o et - les deux niembres de F coalite 


d [ . -:^±i . 1 

p i — 7. • - cm--— 1 3 cos u J 


f 2 n — 1 i 7. n — 7. sin - - > 


*.>/?- -1 1 <[ — 7 . ■ 


- i i — 7. sin- -- \ 


on tr ouve 


O = ( •> /? — I 1 


j‘ - -in-' e r/z 

P - sin' 2 "- 2 - d'z, 

11 / eei 

. \ (1 — 7. sin 2 - » 2 


— 1 2 ;/ — * : 7 . J -• - — •> n 


‘I i J-. 


D’ailleurs, on reconnait sans peine que ies deux integrates c[ u s 
figurent clans le second me mb re sont respeclivemeni egales a 
xJ„_u, -r J,;. xJ., — J (V _{ : on en conclut Pegalite 


( 2 /? -f- 1 ) ( 7 . 2 — 7. ) J ^ j — •_> n i a 7. — r * J ;J -r- ? *:> n — 1 J . , _ : = o. 


J 0 n’est autre chose cjue X : les fonctions suivantes J s • J , J :l ? ... 
sont, a cles facteurs numeriques pres, les derivees successives 
clex; la relation precedente ntest done pas autre chose quune re- 
lation lineaire entre trois derivees consecutives de X; en parti- 
culier, si Ton suppose n — 1 , on trouve que X verifie 1 'equation 
different] el! e do second ordre /' ! > 


(Y) 


7 - ! 7 . 


tPy 

civ 1 


y dr 

t 2 V. I ) r- 

UV. 


- r 


= o. 


531. Cette equation ne change pas, comme on s’en assure irn- 
mediatement, quand on change x en 1 — - x. 11 en resulte que X'rx u 
qui n’esl autre chose que x(i — x), verifie aussi Fequation (y). 


( 1 ) M. L. Fuchs (Crelle, t. 71, p. 91 ) a le premier applique les proprietes des 
equations differentielles lineaires a l'etude cles modules de periodicite des fooc- 

tions hyperelliptiques, et, en particular, a l’etude de la fonctiou que nous desi- 
gnons par x. 
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Le fait que cette equation (y) ne change pas cjuand on j change x 
en 1 — x n'est pas isole; elle ne change pas non plus quand on 

change x en ~ 011 en — ^ et y en yy/x, 011 encore quand on 
change * en — - — on en — r — ct y en re 1 — x * 

7. — 1 1 — X ~ v 

Si, par exemple. en designant par y ± une fonclion de la va- 
riable 7 m , on pose 

-'-. = -p 7 > ,y. =y/T^, 

v sera une fonclion de x qui s'obtiendra en remplacant x, par 

dans r { et en divisant le resultat par y/ 1 — x; on aura dans ces 
conditions 


dyi 

i — ■/.)- j) ■/. 


dy . .V'l 


d* 1 

7J’ 


d-yi __ 
civ. f 

'■ — ij-y/i- 

— V, 



*1**1 - 


( 2 X 

1 

+ 


= v'l 

i — •/.(•/. — i 

T - \ Ci-y 

>£04 


et Ton voit ainsi que, si la fonclion y K = f{X\) annule identique- 
raent le premier mem bre, la fonclion 



annulera identiquement le second. C’est la proposition annoncee 
dans Fun des cas. 

o 3 o. Quoique cette verification suffise a notre objet essentiel, 
nous voulons indiquer Forigine des proprietes de cette nature. 

Observons d ahord que, si Ton regarde t comme Fune qu el- 
con que des fonclion^ analytiques de x definies par Fequation (j 3 ), 
x = les fonctions K(t), K/(t) regardees comme des fonc- 

tions de x, verifient 1 equation (y) : en effet, ces fonctions sont 

yn° 525 ) des combmaisons lineaires a coefficients constants 
de X, x f . 
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Considerons maintenant, outre l'equation ( V . ['equation 

< ?i ) z 1= = . 

et supposons que 7 et 7j soient des lonclions anal vtiquos i' - x , 
g\ (y-i) qui verifient ces equations; les fonctions K;’t . K 7 d* urn- 
part, ies fonctions Ki^o Kb^ i de i’autre verilieront respecti- 
vement l'equation (v'j et 1'eq nation 

d* v, . dv< I 

1 Vi > y -i i y -i “ 1 • -f—r 1 r/. : — 1 » ~ 7 *0 — o. 

CIV. 7 CIV. 1 4 V 


Si, maintenant, en designant par x, jj, y. 2 quatre n ombres en- 
tiers dont le determinant x2 — 3y soit positif. on etablit enlre 7 
et t i la relation 



cela revient a elablir une relation entre x et x t , a savoir 



nous representerons. pour abreger, ces relations par x, ~ x . 
x r_-:= F (x, ). On a d’ailleurs 

i K'(' 7 j i y K( : ) - 0 / K'* 7 ) 

-1 a K 1 ; 7 i — £ i K' 1 7 i 

et, par suite, en designant par 7 une fonction convenable de 7, on 
pent poser 

K(ti i— -[a K(tJ — Sz'K'Od- 
K' ( 7 1 ) j [ v K ( 7 ) -- 0 i K r ( 7 ij : 


il resulte de la que ies quantiles :K(:), 7 Kb 7 ), qui sent evi- 
demment des combinaisons lineaires a coefficients constants de 
K(t,), K' (ti), si Pony regarde 7 comme egal a »[F(x,)], verifieront 
l’equation (y,) ; en d’autres Lermes si, dans cette equation, on 
commence par faire le cliangement de variable et de fonction 
defini par les relations 

yi — z r> x 1 = y ( x ) , 


oil dans 7 doit etre remplace par gyx), elie se transformera en 
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•me nouvelle equation du second orclre qui admcttra les m ernes so- 
lutions KoV), K. } t > que i’eqnation (y) ; ia transfomnee sera done 
identique a eette equation (y). Cela revient a dire que Peqnation 
Y ) se change en elle-meme quand on y change z en / (xj, y en zy. 

Or, si Fon suppose que les entiers a, [3, y, ^ verifiers la rela- 
tion xo — [3*' = i, on trouvera dans le Tableau (LXXX ;J ), suivant 
les six cas possibles, que la fonclion f{y,) pent avoir les six 
formes z, ~y p~~7’ 1 — ~~ — ? auxquels correspondent, 

d’apres les formules <XXXX :Vl 'h les valeurs de s donnees par la 
form 11 le ^ c ? est-a-dire 1 , yO — x, y/z, y/i — x, i , y z. On n’a 

pas term compte pour ecrire ces dernieres valeurs du facteur( — ij 
qui figure dans les cas 4° et 5°, ce facteur n’oflrant aucun interel, 
puis que toute solution d’une equation lineaire pent £tre multiplier 
par one cons tan te arbitral re. 

On oblient ainsi les resultats memes que nous avions annonces 
et dont le-lien avec la theorie de la transformation lineaire appa- 
rait clairement. 

On voit de la meme facon, en se reportant an n° 531, que 
F equation (yF) se change dans Fequation (y) quand on y fait le 
changement de variable et de fonction defini par les formules 

y 1 = {y[i -r- vi — x ] 2 1 1 


v r- 


-z 


L 1 --- v 1 


( : ) C*est maintenant un probleme qui se pose naturellement que cle cliercher 
a determiner les fonctions - el f de */-, telles que 1’equation (y,) se change dans 
lequation (7) quand on y fail le changement de variable et de fonction defini 
par les equations 

Xt *=*}'> 

Nous nous bornerons aux indications suivantes : 

En designant par des accents les derivees prises par rapport a */., on trouve 
immediatement les conditions 

, y r . (2/-i)/' _ ax-r 

“ - r • /-■-/ ~ z-— v. 7 

£ __ - f " . F (“/ — *}/' I /'* r I 

- /' - I 1 -/ ‘ -i f- — f ~~ 4 vA-y. ; 

la premiere donne, en integrant, 

_= _ r (* 3 -*2/ # 

~ r-f ’ 

C est la constante d’integration. En portant cette valeur de z dans Ia seconde 
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Observons aussi que 1 equation cl ififeren tielle ~ 
lype de I equation, etudiee par Gauss, que veririe 
geometriqne < 5 i 


p ■ rj 2 3 x ( a — i ' 3 * 3 — i 

‘ * ‘ * [ . *; i .•>.*; 7 - - i 


opart lent au 
sene Lvper- 


dans le cas oil I on suppose y. 


i. A ce point &■ 


vue, les proprietes relatives au chanqement de */. en - ^ 

----- , i - - x, v - y [ ne sont que Fapplication a ce cas particulier de 
proprietes connues de cette equation. 


536. .Nous allons chercher la solution uenerale de F equation 
dillerentielle (y). D'apres les principes que nous avons rappelfs 
dans [’Introduction, on sait que. si V on considere no. point */. u . 
autre que les points o.i, il existe une fonction de */., verifiant IV- 
quation dillerentielle ty), fonction qui est hole morph e dans tout.e 
aire limitee par un contour simple ne con tenant ni le point u. 
ni le point i, qui, enfin, si 1'on se donne deux nornhres arbi- 


equation, <m Lrouve, pour determiner/, (‘equation diJierent idle clu troisieme 
ordre 

,, \ \n (/- -/ — n ve y- -- i ~] . 

2 f f - '\t " r ". [ ./ J — .// ■ /--- v. r J 


en remettanl */., a la place c!e ft t en nespecifiant plus !a variable independante. 
cette equation se met sous la forme 


a dv. dv. v ( d z dv. — <:/•/., d ! v. ) — 3 ( J- dv. — dv.. d- v. ) ( d- v., dv. — </•/., r/- y. , 


-- dv.\ dv. 2 j"- Xl - s - k±J- L dv . ; 
L <*/.: — v. :) - 

En rempiacant respeclivement 
forme que 1 u i a donnee Jacobi 


■/.- — v. -- i 

<*’ ~ 

•/.. par A*-, 


dv. 2 J — o. 

on met cette equation sous Sa 


2 k k- dl dk ( dl d 2 k — dk d 2 1 - 3 k- k ( dl d 2 k - dk d 2 1 ) (dl d 2 k -r- dk d / ) 

- w d* (£ 37 ) * df] - 0 . 

On n’aurait aucune peine a former aussi I'equation dillerentielle que verifie 7. 
Le lecteur recon naitra sans difliculte que e’est i’equation difierentielie du troi- 
sieme ordre que doit verifier le quotient de deux solutions queiconques de Fe- 
quation (v). 

C) Voir, par exemple, la These de M Goursat {Annales de VEcole .X or male 
superieure, iSSi : supplement au tome X ). 

T. et M. — III. 
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traires r 0 . y' 0 se rednit a y 0 pour x - - x 0 , tandis que sa derivee, au 
memo point, est egale a y' {) . 

D' a pres ceia, si x 0 appartient au plan (£), il y aura une solution 
de Fequation diflerenLielle (y), holomorphe dans ce plan, cjui, 
pour */. = x 0 , se reduira, ainsi que sa derivee, a des valeurs arbi- 
tral* re men t prescrites : si ces valeurs sont celles que prennent, 
pour x = x 0 , la fonction X et sa derivee, ou la fonction X / et sa de- 
rivee, cette solution liolomorphe dans le plan (£) ne sera autre 
que la fonction X, ou la fonction x'. 

Xous designerons, dans ce qui suit, par C 0 , C< les cercles de 
ravon un decrils des points o, i comme centres, par D leur corde 
commune; par (C 0 ) ? (C*) les regions interieures, par (C' 0 ), (O') 
les regions exterieures aux cercles C 0 , , par (D 0 ), (D<) les deux 

demi-plans, separes par la droite D, qui contiennent respective- 
ment les points o, i; puis par(C 0 C*)Ja region commune aux deux 
regions (C 0 ), ( G 1 ) ; par (CoCdDo) les regions communes aux 
trois regions (C 0 ), (C { ), (D 0 ); .... 

Si Ton cherche a verifier l’equation difierentielle (y) par une 
serie de la forme a 0 - f- a { x 4- ci **' 1 -r . . . -f- a n * n -j- • * * , on trouve 
de suite, en substituant, puis egalant a o le coefficient de x /2_l , 
la relation 

( 2 n )- a n — ( 9. n — i) 2 a n - u ( n i ). 

On en conclnt que, si Ton pose 

a,j~~ i , a i — ( f ) , . . . , a , 

la somme de la serie 

y CXX, j a ( x ) = « 0 a A x -i- . . . x* . , . , 

dont le cercle de convergence est manifestement (C 0 ), verifiera 
1 equation difierentielle [y). On voit de plus que toute solution 
de cette equation, holomorphe dans (C 0 ), se reduit a la fonction 
A( x ) multipliee par une constante. 

On trouve une seconde solution de Fequation difierentielle (y), 
en posant 

Y = 4 y-O-J -f- X(x) logx ; 

us x) esl une fonction inconnue que Ton va determiner tout a 


~ i.3. 

2 


o . . . ( 2 n 


■ 0 " 


2-4.6. . . 2 /i 
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1 hen re ; les theories de If. Fuchs sur ies equations differentielle? 
permettent de prevoir que la fonction uAx) sera holoniorphe 
dans (C u ); quant au coefficient 4 il a ete simplement mtrcduh 
pour la commodite des calculs. Ouoi qu’il en soil, en poriant la 
precedenie valeur dans Inequation differentielle Am et en tenant 
compte de ce que a x) est une solution de cette equation, on 
trouve immediatement. pour determiner u. x’ , la relation 

(Y) 4 X(X — i) tj. r (*/.) \ ( I ax) [X (x i — UfX.i — — 2 .x. — l'? A ; X. -- /. X, 

Si Ton essaye de satisfaire a cette relation par une serie entiere 
de la forme a 0 b 0 -r ci K x — . . . — a n b n v. n — . . . . ou Ies a n sont 
les coefficients deja defrnis, que Ton inlroduit ici en vue de re- 
ductions ulteri cures, on trouve, en egalantdans les deux membres 
les coefficients de x" -1 , la relation 


on en conclut que si Ton pose 



la somme de la serie 


( CXXi ) [x ( x ) = a i biv, ~ a. 2 6>x- -r- . . . — a n b tl vJ l — . . . . 

dont le cercle de convergence est evidemment (C 0 h verifiera 
1’ equation differentielle (y). 

On voit done que Loute solution de ^equation differentielle (y), 
en particulier les fonctions X, Xy pourra dans (C 0 ) se mettre sous 
la forme 

( CXXi) k A ( X.) — B [4 ;jl( x ) -f- A ( X ) logx] , 

en designant par A, B des constantes convenables. 

537. Avant dialler plus loin, nous etudierons de plus pres les 
fonctions A (x), ;jl(x) de maniere a obtenir des valeurs approchees 
de ces fonctions, en supposant jxj <i i. 

La formule de Tallis fournit, pour tout entier positil /?, les 



On pourra done poser 


a ' 1 /it. i/£? ° '' 2 /i-h- \) 3 

et I on a ara 1'egalite 

n ~ x 

I 7 I 

-CXX : . , At 7. ~ I — - y' t j- — z(y.) — I — - iog( I — 7 . ) — £(x ), 

n — 1 

ou £ ’*/. i est une serie entiere en x, a coefficients tous posi tif s, qu 
Ton pent ecrire sous la forme 

i(y.)=y. Y s,,x"- J , 

72 = 1 

etdont la somme est, par consequent, moindre en valeur absolueqiu 


n = x 

ixi yO-- ■'-) = 

.jrasai T Z x 2/1 2/1 -h l / 


I y. j — ( t log 2 ) : 


en se reportanl a la valeur o,6g3i47«.. du logarithme naturel de : 
on voit que I on a 




Posons de meme 

log-2 — s' O • 


i' 1 } En faisant x = - dans la formule (I,) } on trouve de suite 

in = x 


oil Pon a pose 


p _ ( 2 n . -f- 1 )= ( 3 7 ? 4 - 3 ) 2 . . . ( 2 n -f- a A* — i ) 2 ( 2 n 4 - 2 k 4 - 1 ) 
k ( 2 n -f- 2 ) 2 ( 2 n 4- 4 Y- • - ( a n 4 - 2 k ) 2 


On a d’ailleurs, pour tout entier positif A*, 


P, P, 

— < i, — - > i . 
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Tegalile 


n x n -- z 

b n */." 


-^osb! ~ .dsssai /£ .gari 


en train e la suivante 
( CXX 3 i -i,; 


Iosra . 

- - — loir* I — x » — r / x , 


ou r t (x) = V y,«x w est une serie entitre en */. clout les co jfacients 




sont tous positifs: on a d'ailleurs 


r i ( 7- I 


et cles inegali tes 



zn 

n 



i 

‘in — r 




9. loi; 


(si 


on deduil ensuite 


: r i( y -) i 


, 9 . 

;-u- 


- iogl) (l — log‘2 I 


Ces expressions fournissent des valeurs d'autant pins appro- 
cliees de a (x), ?jl(x) que la quantile jxj est plus petite- On obser- 
vera d’ailleurs que 

Iog(i — x) = — - - . . . 


qui est la seule fonction dont dependent les expressions appro- 
cliees de A(x) et de a(x), est une fonction holomorplie de x dans 
(G 0 ); le coefficient de i dans cette fonction est de signe contraire 

a celui de i dans x; ii est compris entre — - et 

La partie reelle de a(x) s'oblient en retrancliant la partie reelle 
de s(x), qui est moindre en valeur absolue que de la partie 

reelle de i — ^log(i — x), quantile qui dans (C 0 ) est toujours 
superieure a i — ou a ~ : cette partie reelle est done plus 
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grande que i ; elle ne s’annule done pas dans (C 0 ), non plus que 
a(x). On trouverait sans peine que le coefficient de i dans A (x) est 
moindre. en valeur absolue, que Le coefficient de i est moindre 
en valeur absolue que | dans r, (x) et que dans p(x). 


538. P 


uisque At x) ne 


s’annule pas, le rapport est, dans le 


cercle * C 0 q developpable en une serie entiere en x; il importe de 
demontrer que les coefficients de cette serie sont tons positifs, 
qu elle reste convergente pour x 1 et que sa somme est alors 
egale a log a. 

Tout d'abord, des equations differentielles que verifient A (x) y 
u(x). equations qui peuvent s’ecrire 


4 [( x — 1 ) z A ' ( z )J - 4 — A ( z ) — 0 , 

cl 

4__[( z __ i |x — 1) X'(x) — A(x), 


on tire aisement 


• d \- 
\ ~r < x - 
t/z 1 


■ i)x[X'(z) u.(x) - A(z) rj.'(z)]j = ~ [(z — 1) A2(z)] ; 


puis, en integrant entre les limites o et x, et en divisant par 
Xi' I — x) A‘-('x\ 

, d_ ^-(x ) r 1 

4 dv. >. ^ z i ~ x z(T4Tzj ^(z) * 

Cette egalite niontre, en passant, que, si xaugmente parvaleurs 
reelles de o a 1, va toujours en augmentant; en effet, on a, 
dans ces conditions, 

>•(*) < 

v / 1 — z 


puisque le coefficient de v, n dans le developpement de X(x) est le 

carre du coefficient de v, n dans le developpement de — T - - > coeffi- 

v/i — x 

cient qui est moindre que un : la derivee du rapport est done 
positive; ce rapport croft de o a log 2, limite vers laquelle il tend 
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q u and x tend vers i, 
appro cliees de a x . 


comme il resuite immediatement des 

•JL i X . 
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L egaiite (z) in on t re cjuele developpement de s'oLtiendrab 

aisenient si I on avail celui de r— i — ; cherchons d'abord eehn d<‘ 

A - 1 /. 

A 2 (xo Ln formant l’equation diffdrentieiie lineaire que veritient 
les carres des solutions de Inequation (*'\ on trouve sans peine 


• 9 1 - - x v. i — 77. — 77.- r 1 1 — x v. 

XI i — 7. i V. ' { I — V. r * •>. A- 5 ' I — 7- !- ~ 


et, si Ton clierche a verifier cette equation par une solution de la 
iorme a 0 - - a, x -4- x 2 x- - - . . . , on obtient aisernent la relation re- 
eurrente 

1 

(n I rM a, v — i — z n j — il - 1 - a v 1 ~ - ~ < ±n— 1 


qui, avec les conditions x 0 -— - i, a, = determine completement 
les coefficients y. n da developpement de ~a 2 : x . Tons ees coeffi- 
cients sont nianifestement positifs, et bequation recurrente 
montre, en raisonnant par induction, q u’i Is vont en decroissant: 
il en resuite que la fonction 

( I — 7. ) A 2 ! X I — I — 1 Xj — 1)7. (x n — a vJ l — . . . 

est de la forme 1 — ^ ( x — 3oX 2 — . . tous les coefficients 3 lf 
[3o, - . . etanl positifs. Si Ton se reporte a la valeur approchee de 
a(x'), on voit que, iorsque x tend vers un, (1 — x)a 2 (x) tend 
vers o; il faut done, lorscjue x tend vers un par des valeurs posi- 
tives, que [5 { x |j 2 x 2 -t--. . . tende vers un, ce qui, puisque tous 
les (j sont positifs, ne pent avoir lieu sans que la serie 3, - s 3 2 

soil convergente et ait une somme egale a un. 11 en resuite que 
pour tout point de (C 0 ) La valeur absolue de [3 , x ~ 3 2 x 2 — ... est 
moindre que un, et Ton peut ecrire 

n=oc 

1 - ^ ( 3, 

n — 1 

le second membre est developpable en une serie a coefficients 
positifs; il en est de me me de 4 ~ — et de ■ L — : mais. quand 

r J • dv. a < V. ) A {V.) ■ 1 


1 

( I • — X ) A 2 { 7. ) 
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-/. tend \ers i, ce dernier rapport tend vers log il faul done quo 
la serie qui ie represente soil convergente pour x - r, et ait une 
s 0 mine e sr a 1 e a 1 0 2 : 2 . 

, 'x('A) , . 

Tons les coefficients de la sene q 111 represen te - sont evi- 
demment rationnels. 


539 . Pm sq ue Inequation d i Here n lie lie (y ) ne change pas quand 
on change */. en 1 — x 7 il esl clair que, dans le cercle (C| q elle ad- 
mettra les solutions 

X(i - x), 4 ;a(i - - z > - 1 - X(i — x ) log(r — x). 

Les deux cercles i'C 0 ). (Gj) ont une partie commune (C 0 Ci), 
qui appartient tout entiere an plan (t rj. Nous adopterons, pour 
cetle region, les determinations de logx, log(i — x) qui ont ete 
precisees au n° 523 ; en particulier, si x est reel ( compris entre o 
et 1) les logari dimes seront reels. Dans cette meme region les so- 
lutions qu on vient d’indiquer doivent etre des fonctions lineaires 
a coefficients constantsdes solutions a(x), 4 [a(x'.‘ -r N(x)logx qui 
conviennent a la meme region, e’est-a-dire qu’on doit avoir, en 
designant par A, B, A', B' des constantes, 

i X { l -/. ) A X ( X I ~r~ B [ 4 [j- ( X ) -f- A ( X ) log X ] , 

( 4 [A 1. 1 - x . - A ( I /. ) log( I X) — A' X (v.) B' [4 |JL (X ) -r- X (x) logxj . 


Nous determinerons ees constantes en supposant x reel. En 
remplacant, dans ces identites, X(x\ p Ax), X.(i — x), p.(i - - x) par 
les expressions du n° 537 , elles prennenl la forme 


( B — g ) logy. - 


A -+- 4 B loga 


log( i — y, ) — a(x) o, 


' 4 1 o"-a A' — 4B' log 2 — tz , , Q/ 

* B ~~ — r 1 - j — “ - log(i — x j P(x) o, 


011 y- ; x) el x) designent des fonctions de x dont les valeurs abso- 
lues restent xnferieures a des nombres fixes quand x s’approche 
de o on de 1, comme il est aise de le voir en se reportant aux li- 
mites obtenues au n° 537 pour e(x), (x) et en observant que 

xlogx tend vers o avec x et que logx log(i — x) tend vers o quand x 
tend vers o 011 vers 1. 
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II est clair alors, en faisant tendre x successivement vers o ou 
vers i. que les dernieres egaliles ne peuveni subsisier sans que 
les coefficients de logx. log(i x ; soienl nuls: on a ainsi aualm 
equations pour determiner les constantes A. B. A . IT. h Ton 
trouve 

~ ■ B — — ^ • AB — A'B , . 

• On pourra, si Ton veuL resoudre les equations * A- par rapport 
a a(xA 4 i p(‘A - ■- }j x', logx; on obtiendra immedialement le rf- 
sultat en changeant dons ees equations memos x en i — x. 

Ces equations sont valables tant que x reste dans la region 
(Co CO ; dans le cercle fC«, A en dehors du eercle ■ Cj . les fone- 
tions A ( i — xA tjuT — xi n'ont pas de sens. Si Ton adoplait dans 
le cercle i’C 0 A ou les fonctions a(x A pox’- ont une signification 
precise, comme definition des fonctions a i — x . a(i — x !a 
signification qui resulterait des equations (Z'j elles-memes, on ne 
ferait que continuer ces fonctions en dehors du cercle de conver- 
gence (C, » des series qui les definissent • n cs 31-52 u 

540. Les formules precedentes nous fournissent de nouvelles 
expressions des fonctions X, xh En eflfet, x etanl une fonclion ho- 
lomorphe dans le cercle fC 0 ) ne peut differer que par un facteur 

constant de A (x ; pour x o, X est egal a - > a x » a i ; on a done 
( CXXo i * x ( x ) — - a f x !. 

D’ailleurs x'( x ) est egal a Xq — x j ou a - ah — x>; on a done, dans 
la region (C 0 n 

( G XX 2 1 x' ( x ) ~ — - - 1^4 g ( x ) — a * */. ) log -- j • 

Cette derniere formule n ? est etablie que pour la region f C 0 tu T 
naais elle subsiste tant que les deux membres sont holomorphes, 
e’est-a-dire dans toute la region du cercle < C 0 ) qui fait partie du 
plan (S), ou encore dans le cercle i C 0 }■> lorsqu’on y a pratique la 


| A — iifpf 2 , 
j y __ loir 2 2 -- ' 
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con pure qui va da point o an point ■ 
cipale. 


t ; log ^7 a sa valeur prin- 


541. La propriete qu'a Lequation (y) de sereproduire dans les 
condi lions qui ont ete specifiees au n° o34 permet de meme de 
deduire des solutions a(xi, 4 ;jl(x ; -f- A(» logx, valables dans Je 
cercle d’autres solutions valables dans les regions (D 0 ), (C { ), 
i C 0 i, <; Di . et il sera aise de relier deux de ces diverses solutions 
en les comparant entre elles dans une region ou toutes deux sont 
valables. 11 nous suffira de considerer les regions (D 0 ) et (D 0 C 0 ) 
qui comprennent le point o. 

La region fDQ est caracterisee par la condition 

resulte dailleurs du n° 534 que Lequation (y ) admet dans cette 
region les solutions 

TrbO(^) - ’'tV) *£>}■ 

La premiere fonction est reguliere au point o; en ce point elle est 
egale a i . si Lon adopte pour le radical la determination qui se 
red u it a i pour x “ o. On a done, aux environs de x = o, 


v i — */- 


dr--') = 


puisqif une solution de Lequation (y ), reguliere au point o, ne peut 
diflerer de A (x) que par un facteur constant (n° 536). Cette ega- 
lite subsistera dans toute la region (C 0 D 0 ) ou les deux membres 
sont bolomorphes. 

Quant a la seconde solution, nous la remplacerons par la fonc- 
tion 



qui n'en diflfere cjue d\in certain nombre impair de fois 
et qui, par consequent, verifie aussi l’equa- 

tion (y).Dans la moitie du plan (S) qui fait partie de la region (D 0 ), 
F(x) sera une fonction holomorphe de x, en adoptant pour 
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r el y i — 7. les valeurs rprincipales) specifiees 
Envisageons, dans la region (C 0 D 0 ), modifiee parla coupuredu 
plan (5), la solution F(x) — 4 *(V. — A'Vdogx de l'ecj nation . On a 

F (*✓. ) — 4 a (y.) - A (' V, ) loir 7. ~ 4 I -- i; 1 - V. I ) v. 7. j! 

Lv i-*‘ '. y — f . ‘ ' j 

~ [ v T— ' V A ■ 1 ) lo& » * A / 

le second raembre, si 1’on tient corapte des egalites 


^ . r „ / •/. \ 

A (*^= t= a rri’ 

Vi— y- 

se reduit a 


i / 7. s 

— !-*• — Hi*/.; 

V i — /, \* ■-*/ 


— — — loir/. — loir i — */. . 

i - y. 


A ( y. t loir ! i — •/. : 


cette quantile est done line solution de Inequation < mf : elle est 
reguliere au point o, s’annule en ce point: elle est done identi- 
quement nulle dans la region (C 0 D 0 ). Par suite, dans la region 
(C 0 D 0 )j modifiee par la coupure du plan ($'). on a 

( V| > 7= [ 4 (Vi) - ' A ( , Vt) 1o§ 7=J " 4 : A,: * - Ai *•’ ,0 ° rx - 


Les deux equations t'r { ) permettent d'exprimer les functions 

M 7VT7 ) ’ ! J - ( y~~~J ) au mo J en des fonctions /Vx), u(x V ou inver- 

sement,etde continuer les premieres fonctions dans tout le cercle 
(Cob 011 l es fonctions a(x), ;j.(x) dans toute la region * D 0 ), a ['ex- 
ception des coupures. II est aise d’en conclure d'autres formules 

de passage, en changeant y. en i — x. puis x en mais nous nous 

bornerons a etablir les formules de ce genre, pour les fonctions 
X ( x ) , X'(x), qui sont notre objet essentiel. 


542. Observons d’abord que, si Ton veut, par exemple, relie r les 
fonctions x(x), X f (x) aux fonctions X ( x'( ~~ )» il con- 

vient de rester dans une region ou toutes ces fonctions sont holo- 
morphes : les deux premieres sont holomorph.es quand le point x 
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reste dans le plan ($ i ; les deux secondes, quand le point — ^ reste 

dans ce me me plan : les quatre fonctions seront done hoi omorp lies 
si i'on assnjeltit le point*/, a rester soil au-dessus, soil au-dessous 

de Faxe des quantites reelles : car alors sera imaginaire 

eomrne */.: mais, si x etait. reel compris entre o et i , ^ serai t 
reel, negatif, done figure par un point situe sur une coupure de (&). 
La nieme observation s’applique aux nombres > i — x, 

- - ■ : si x reste soit au-dessus, soil, au-dessous de Faxe des quan- 
tises reelles, les fonctions X(yj, X (- — X QJ , X ), x(i — x), 


\| 4 l ~ p x' x X r f j resteront toutes holomorphes. II 


eoovient d'observer encore qne le coefficient de i a le meme 
signe dans x, — - — et - — - et un signe contraire a celui-la dans 

1 */. 7. S 

I 7. 

- * r - - x. — • 

7. 7. 1 

543. Xous conviendrons, dans toutes les formules qui suivent 
et qui component un double signe, de prendre le signe superieur 
ou le signe inferieur suivant que le point x est situe au-dessus ou 
au-dessous de Faxe des quantites reelles. Supposons d’abord que 
ie point x appartienne a la region (G 0 D 0 ); on aura alors, en 
appli quant les formules (* CXXo ) , 



dans le second niembre de la derniere equation le logarithme a sa 
valeur principale; on a d’aillenrs (n° 523) 

log — { O fr ^ - J — <jr / 

? 16(1--/.; °i6(x — i) *’ 

suivant que le coefficient de i dans est positif ou negatif 
ou, si Ton veut, suivant que le coefficient de i dans x est positif 



uu negaui . on a uonc. en cenam compte ues relations 7 . 

/ 7 % TT . 

x f j - - V /•*/. • 




•/. . 


7 

", . r 

~ I I) 




V ‘ ■ 


d’ou enfin, en appliquant encore une fois ies forimiles C\X._ 


y m — , / X r . 

X ( ) — V 1 — X X i Y, . X ( ! — \ l — 7: X V. , - IX Y. . 

Les deux tommies anxquelles nous parvenons ainsi. ne sont eta- 
blies que dans la region (C 0 D 0 •: niais elles sont valables tant que 
les divers membres restent holomorphes, e'est-a-dire tant que !e 
point x reste soil au-dessus, soil au-dessous de Faxe des quantiles 
re elles. 

Si, dans ces formules, on change x en 1 -- x, et si i on n'oubfie 
pas que les coefficients de i dans x et dans 1 — */. sont de signes 
contraires. on trouve 


/ x — 1 , - , 

X ( - ) = v V- X« 1 —7. --V/.XI 7 . 

. / 7 l - r , . . 1 - r . r 

X ( — ) \ 7 [X (.1 — 7 • : : £ X i I — 7 «j — - ^ •/. '.X 7 i ; : 1 X 7 


On a d’ailleurs 



Fin ale men t, on obtient le Tableau de formules qui suit, ou la 
signification do double signe a ete precisee plus bant. 

x'i i — y , i -- xi 7), 

= V 1 — y - X ( 7 1, 

= vi - y - [s ! 1 7 - ) -- i x ( 7 jj . 

— \/ 7 xh 7), 

— V' 7 [x ( 7 J Z_ £ X f ( 7 j] - 


X ( I 7 1 — x'( 7 
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544. II est bien aise de con cl are de ces form ales que le coeffi- 
cient de i dans le rapport est to u jours compris entre — i el 
-j- i . .Placons-nous, en effet, dans le cas ou le coefficient de i dans x 
est posit if. On tire aiors des formules (CXX. S ) 




x'('x) 

X ( •/. ) 


d'ailleurs le coefficient de i sera negatif dans - ^ ; mais (n° 524) 

le coefficient de i est ton jours de signe contraire dans x eL~; il 


x'fy.'S 


sera done negatif dans et positif dans le premier 


membre. Ii 


— soit compris entre 


fan l done que le coefficient de i dans 

et o. On verrait de me me qu’il est compris entre o et i, lorsque 
le coefficient de i dans x est negatif. On voit encore qufil n’esl ja- 
mais nul, sauf dans le cas ou x est reel, compris entre o et i ( 1 ). 


545. Lorsque le point x en restant dans le plan (g) s’approche 
d'un point determine d’une coupure, autre que le point o ou le 
point i , x et X f tendent vers des limites determinees, puisque ce 
sont des solutions de Inequation differentielle (y), lesquelles peu- 
vent toujours etre continuees le long d'un cliemin determine quel- 
conque ne passant ni par le point o ni par le point i. Ces limites 
apparaissent d’ailleurs immedialement sur les formules (CXX*). 

Su pposons, par example, que le point x s’approclie d’un point 
Xj de la coupure de droite, en restant dans la partie superieure du 
plan on aura 


x (*/.) = 




x'f x ) 



X Dans le rneme ordre d’idees, il est aise de demontrer le tlieoreme suivant : 
Le paralleiogramme dorit les cutes sont respectivement 0, x, x ~f- zx', zx' est de- 
compose en deux triangles acutangles par la diagonale qui joint les deux som- 
rnets x, ix.' si le coefficient de i dans x est positif, par la diagonale qui joint les 
deux somrnets 0, x -r- ix.', si le coefficient de i dans x est negatif; lorsque x est 
positif, compris entre o et i, le paralleiogramme est un rectangle. 
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Les fo notions X ! - 1 1 X i - ■. sont continues cuand x s'ap&roohe 

7 . 7./ * " I ' i 

de x j el tendent vers des valears reelles el positives X;^- . ? 

X ( - l - j; tend vers !a valeur reeiie et positive - ! _ cl i'on a 
\*i/ y x 1 

lim [x */. 1 = — r ~ I x f — j — ex' { -- j J » 

X=*/.. J V 7. : l ',*i ' . Z i . j 

lim [xdx : — - 1 x‘ i — i • 

■/. = ■/. ‘ v 


Rien n’empeche de regarder ees li mites comnie etant les valeurs 
de X: x, j, x ; (y . { ) qui n’onl pas encore ele definies: les fonctions 
x(x), xdx ; sont alors definies surle Lord superieur de la eon pure 
qni va du point i a — x, en suivant fiaxe des quantiles positives; 

la partie reeiie du rapport ~~ ~ est encore positive, puisque 

J etx'( --J sont positifs et la continuity montre que 1 ’equa- 

tion en 7, k-[ Vi = , est encore verifiee quand on suppose 

/ x'(y.t 1 

“ x(xi) 

On pent, si I’on vent, modifier la definition du plan e . de ma- 
nure a faire rentrer dans ce plan le bord superieur de la coupure 
de droite; mais on n’y fera pas rentrer le bord inferieur de ma- 
niere que les fonctions x' (xj. Xiy/.) soient unu-oques dans tout le 
plan (&). 

On voit alors, sur les deux dernieres formules i CXX.jy que 
si x tend vers le point Xj en restant dans la moitie inferieure du 
plan, xfx; et x'i x 1 tendent vers les iimites 


V 7 -! 


[‘(5) 


- i 

, y-i ; 


x ( X] ) — 2ix\y. 1). 


I 

v'y-i 



x"'(x;. 


La coupure de droite devient ainsi une ligne de discontinuity. 

Les memes observations s’appliquent a la coupure de gauche, 
relative aux valeurs negatives de x: mais, pour conserver la sy me- 
tric du plan ( $>) par rapport au point > il convient de delinir les 
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fonctions \ x . x'i'x), quand x s’approche du point x 2 de la cou- 
pure en restant dans la partie inferieure du plan; en sorte que 
pour cette coupure, c’est sur le bord inferieur que les fonctions 
seront definies, par exemple, par les form u les 


x ix 2 ) — 

\ ' ! •/•■) 1 — 


X' 

y/i-xj 

-=^= h 

1/. L \«-*i 


) 




V- 


On fera encore rentrer le bord inferieur de la con pure de gauche 
dans le plan <£). On voit alors que, si x tend vers le point. x 2 en 
restant dans la moitie superieure du plan, x(x) et x'(x) tendenl 
vers les II miles 


V 1 — *2 



x(x 2 ), 


i 


V 1— 



j — * i x' ( — 1 - j — x'( */..) ) — 2 i'x( x 2 ). 


La coupure de gauche devientdonc, elle aussi, ligne de disconti- 
unite. Les proprietes etaldies pour Pancien plan coupe (s) sub- 
sistent apres les modifications qu’on Ini a fait subir et qui per- 
mettent de regard er les fonctions x, X r comme definies partout, 
sauf aux points o et 1. 

Les formules fCXX., ’■ subsistentd’ailleurs pour toutes les valeurs 
de x, autres que o et 1 ; lorsque x est reel, i! fan t toutefois faire 
attention, pour les formules qui comporlent an double signe, a 
prendre le signe superieur 011 inferieur suivant que x est posilif 
ou negatif et a regarder, quand x est negalif, y x comme egal a 

— / ’ ^ — x ; . et quand x est posilif, plus grand que un, \/ 1 - x 

comme egal a — / ; ^ x — 1 \ . 


546. Nous aliens maintenant envisagerles fonctions analjtiques 
de x que 1'on obtient en continuant les series entieres qui, aux en- 
virons d'un point x 0 du plan (&) non complete, coincident avec les 
developpements de Xi x) et de x'(x). 

On voit sur l'equation differentielle (r) que Ton pent continuer 
ces series de proche en proche le long d’un chemin quelconque 
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ne passant ni par le point o ni par le point 1 . rnais traversant un 
no mb re quelconque de fois les deux coup ares. 

Les fonetions ainsi conti nudes n’oflrent pins, comine x V et 
X ; (x), des discontinuity quand on traverse one des coupures. 
mais ce ne soot plus des fonetions univoques dev. et dies ne coin- 
cident plus en general avec x(xi et X ' /. <. 

Pour les comparer aux fonetions univoques Xr/. et x x e consi- 
derons d’abord deux fonetions Y et i v' de la variable x qui. aux 
environs d’un point x 0 situe en dehors des coupures, admettent 
les memes developpements en serie entiere, en x — x 0 . que les 
functions xX-f- 3 ix\ y X — oix . ou a. 3. y, 0 designent quatre 
constantes reelles dont le determinant a 3 — 3*' ne soil pas nut. 
Fixons un chemin quelconque (R ) partant du point x 0 et ne pas- 
sant ni par le point o ni par le point 1 ; les fonetions v, etant 
comme les fonetions X, ix ! des solutions de Inequation difieren- 
tielle (y) pourront etre conlinuees tout le long du chemin (R). 
Tant que ce chemin ne rencontrera aucune des deux coupures, 
elles ne cesseront pas de eoincider avec les fonetions xx — 3 ix\ 
yx-t-ofx 7 : il resulte de i’etude que Ton vieut de faire de la 
discontinuite des fonetions X, x', quand on traverse la coupure 
0. . . — co, que Y et i Y ; coincident respectivement, apres qu’on a 
traverse cette coupure, avec 


Y = ( a zb 1 ° ) X -r- 3 ix', 
*V = (y±ao) x-i-0 ix', 


ou ii faut prendre les signes superieurs 011 inferieurs suivant que 
I’on traverse la coupure en allant du liaut du plan vers le has, ou 
du has du plan vers le haul; de meme, Y et n', apres que Ton a 
traverse la coupure 1. . . -j-cc, prennent respectivement les va- 
leurs 

a X -r- ( 3 zp *2 a ) ix', 7X - 4 - (& =27) ix', 

ou il faut prendre les signes superieurs ou inferieurs suivant que 
Ton traverse la coupure de bas en haut ou de haul en has. Par 
consequent, en un point quelconque x, du chemin (R) les func- 
tions Y, i\ r peuvent etre representees par des expressions Lelies 
que ax + bix!, cX-f- diX\ oil Ton rappelle encore que X, X ? sont 
des fonetions univoques et oil les coefficients a, 6, c. d, dont le 
T. et xM. — III. *4 
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determinant a cl — be est egal a a 3 — [3y, dependent de a, [3, y, o 
et de la facon dont on a traverse les coupures; les differences 
a — a, b — 3, c — cl — 3 sont des fonctions lineaires de a, 
y. 3 dont les coefficients sont des en tiers pairs. 


oiT. Si Ton vo ul ait se replacer an point de vue des n os 147, 
148, 149 et envisager a, j3, y, 3 comme les coefficients d’une 
substitution 


S = 



permettaot de passer des nombres X, i\ f aux nombres y, iY r : on 
pourrail dire que i'effet du passage par une coupure consiste a 
multiplier la substitution S par Tune ou i’autre des substitutions 

T" 2 . V= 2 du n° 148; en sorte que la substitution ^ s’obtient 

en multipliant S par un produitde puissances paires, positives ou 
negatives, des substitutions T, S. Un tel produit est evidemmen l 
une substitution lineaire appartenant au premier des six types du 
Tableau (XX C ). Pieciproquement (*), toute substitution lineaire 


( v \ ) ou ( __ __ yj appartenant au type i° du Tableau (XX 0 ) 


est un produit de puissances paires de substitutions T et V. En 
eftet, conservons les notations du n° 148; on pent toujours deter- 
miner un entier positif ou negatif u tel que dans Pidentite 



ou Ton a pose o. { = a — 2 u3, y t = y — 2 po, 8a valeur absolue 
de soil plus petite que celle de ($ ; le determinant a, 3 — (By, 
est egal a 1 et la parite des nombres ol u y< est la meme que celle 
des nombres a, y. De meme on peut toujours determiner un entier 
positif ou negatif v tel que dans Pidentite 



oil 1 on a pose 3 { — [j — 2 vx { , 3* = 0 — 2vy* , la valeur absolue 


U) Voir la vingt-cinquieme Lecon du Cours autograpliie de M. Hermilc, d’ou 
■-'out tires plusieurs des presents resultats. 
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de 3j soil moindre que cede de a, ; le determinant z, o ; — 3 « * 
est egal a i et la parite des n ombres 3 { . m est conservde. Par re- 
petition de ces deux operations on parvient ndeessairemeni a one 

substitution de la forme j \ j oil a'o est egal a i et guv' est 
un nombre pair. Si yl est egal a — i le theoreme esl demontre 
puisque ( ^ 0 j = TY; si yj est egal a — i, ii suffira de multi- 
plier la substitution ( _'[ > j par les memes puissances paires 

de T et de \ pour parvenir a une substitution oil y! est egal ii — i . 

548. Reprenons les notations du n° 516: nous aliens montrer 
que les functions Y. Y r ne s'annulent jamais le long du chemin (R), 

et que la partie reelle de ~ est du meme signe que xo — 3y. En 

efifet, posons X == (a -f- af)x, en designant par a. ul des nombres 
reels doot le premier est (n° 524) essentiellement positif; nous 
aurons 

Y = ax-rii’x' = (a — b ;jl -r- b A i) x . 

i y' = c x — cli x' = ( c — cbx d a i) \ . 

Puisque X n'est pas nul non plus que a. on voit que ax — bix ! : 
par exemple, ne pent s’annuler que si b et a sonl nuls ; s'il en etait 
ainsi Y serait nul sur une portion finie du chemin (R) et, par 
suite, identiquement nul, cas que nous ecarlons. D autre part, la 

partie reelle du rapport — est egale a 

A ( ad — be) _ a (ao — 

6-A 2 -f- (a — b uj- ~ A-A 2 ~( a — 

ia seconde partie de Tenoned est done etablie. 

On voit aussi, en passant, si Ton imagine une aire limitee par 
un contour simple contenant a son interienr le point x 0 , mais non 
le point o on le point i , et si Ton deficit les fonctions Y, i X* comme 
des fonctions liolomorphes qui verifient Tequation differentielle 
lineaire (y) et qui, am environs de x 0 , coincident avec xx-f- pfx', 

y\ -f- ofx', que le rapport ~ reste holomorplie dans l’aire consi- 
dered et que sa partie reelle v conserve le meme signe. 
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349. Sopposons maintenant que l’on ait 

a = i» ? = o, Y = °> 0 = 1 , 


en sorte que, an point x 0 , les fonctions Y, iy' coincident avec X, 
ix; les valeurs qu’elles peuvent acquerir en un point quelconqne 
da plan, en suivant, apartir de x 0 un chemin quelconqne, sont de 
la forme ax- f- bix\ cx- 1 - dix\ ou a, 6, c, cl sont les coefficients 
d‘une substitution lineaire appartenant an type i° du Ta- 
bleau (XX G ); reciproquement, on pent lenr faire acquerir toules 
les valeurs de cette forme, en suivant un chemin convenable, 
comme il resulte de la composition d’une substitution de ce type 
au moyen des puissances paires des substitutions T et V. Aucune 

de ces valeurs n’est nulle; enfin, le rapport ^ a toujours sa parlie 


reelle positive, et Ton peut, par consequent, construire les l emo- 
tions S (V j lors , on voit que Fequation /c 2 (t) = x est 

aussi bien verifiee en prenant pour z le rapport ~ que le rapport 
en effet, puisque 1’on a 


i\' 

Y 



X 



X 


et que la substitution ^ appartient au type i° du Ta- 
bleau (XX G ), on a 



resultat que la theorie de la continuation permettait de prevoir. 


oSO. Placons-nous maintenant a un autre point de vue et en 
continuant de designer par x, X r les memes fonctions de x, uni- 
voques dans tout le plan (g) complete comme il a ete explique par 
1 adjonction du bord superieur d’une des coupures et du bord in- 
ferieur de l’autre, envisageons Pequation 

ix'(xl _ _ 
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ou x est l inconnue el ou t est un n ombre donne dans leqoel le 
coefficient de i est positif. 

Si cette equation admet une solution, celte solution ne peut 
etre que le nombre k' 2 >-), en vertu de fidenlite en x, 

Pour savoir si k 2 ‘-) est effectivement une solution, remplacons x 
par k 2 (t) dans le premier membre de l eq nation proposee : ce pre- 
mier naembre prend unevaleurdetermineeH . puisque i XXXYI1 
le point A' 2 (t) n est ni le point o, ni le point i. et appartient par 
suite au plan ( s £) complete. Mais la meme identite en x, quand on 
y remplace x par h m on ire que Ton a k 2 {~: = t/; et. par 

consequent, que Ton pent passer de:a: s par une substitution li- 
neaire du type i° : l equation proposee n’e.st pas necessairement 
verifiee, mais, le nombre t etant donne. il existe quatre nombres 
entiers ci, b , c, cl qu'on peut regarder comme les coefficients d’une 
substitution du type x°, et tels que Ton ait 

c\{ x '> -o di x' i v. ) 

axt x — bixiv. > 

quand on remplace x par k' 1 (t) : ou encore, il existe un cliemin 
ferme partant de x et y revenant, tel que Ton ait, pour x = A* 2 (t), 

i x’ i x ) 

' ~ Y ( x ) 5 

en designant par y(x), Y f (x) ce que sont devenues les fonctions 
x(x), X'(x) continuees le long de ce cliemin. 

Inversement, toute equation de la derm ere forme, ou Ton en- 
tend que v(x) et y'(x) peuvent etre obtenus pardes continuations 
quelconques de x(xj, x'(x) ramenant x a son point de depart, ad- 
met done la solution x~ k’ 2 (z). Elle n ? en admet pas d'autres : eo 
effet, Y, Y f ne peuvent avoir que des determinations de ia forme 
aX+ bix', cx + dixl : ou b, c. d sont des entiers appartenant 
au type i°; mais l’egalite 

_ £*y'(x) _ cxi v. ) dix’ ( y.) 

" ~ y ( x ) ~~ axigij -r- bix\v-) 


equivaut a celle-ci 



cTapres ^observation faite an debut de ce numeio ; les n ombres cl, 
— b , — c , cc appartiennent d’ailleurs, comme les n ombres cz, b , 
c, z/ ? an type i°; on a done 





U equation 


i x'('a) 


■ Tj ou Y et Y 7 sont les fonctions dc x prece- 


demment deiinies, ou x est I’inconnue et t un nombre donne dans 
lequel le coefficient de i est positif, cidmet clone la solution uni- 
voque x = Id (7) et n J ciclmet que cette solution. Ce resultat, si- 
gnals par M. Fuchs ( { ) est un point tres particulier de la tlieorie 
des fonctions auxquelles LI. Poincare a donne le nom de fonctions 
fuchsiennes . 


III. — Calcnl effeotif de -t, oh, to 3 . 


Sol. Lorsque la valeur absolue de x est plus petite que i, les 
formoles (CXX 2 ) pennettent de calculer ( 2 ) x(x) et x ; (x). 


(*) Journal de Crelle, t. 83, Lettre a M. Ilerniile. 

(-j Ouoique le calcul des x(y.), x'(y.) par les series a(v.), p.(x), lorsque l'on 
a i ■/. ; <Ci, ne soil pas avantageux, a moins que v. ne soil tres petit, il convient 
de completer un peu ce que nous avons deja dit a ce sujet (n 03 536-537). 

Des formules (CXX 2 ) on deduit immediatement les relations 


X ^ “ o “ l lo§(l ““ 7 d a ( x ) , 

x'f 7.) = 2 logs — ~~ ioga? + J3(x), 


en posant 


2(7 - J = h (h~ ~r) y -"’ = 2 X «- 


(log 2 — 6, ,)■*". 


Les series que l’on obtient en remplacant pan dansa(x), p(*), series dont 
les differenls lermes sont reels et positifs, sont d’ailleurs convergentes, comme ii 
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ox doxxe A 2 ou g. 2 , gr :j : 

Ofaservons en passant qae les deux premieres formules 'CXX ; 

montrent que Ton = X • \ >■ La valeur correspondaute de 

_ — X 

7 = e 1 est e~~ = o.odSaiScj. . . ; on en deduit 

( CXXI 3 ) x' ( - ; — x ( - i = - r:- o : — 1 .811 0 - 5 . 

* > *2 ' 2 / 2 ' J ' 

Les formules (CX.X. 5 ) permetlent egalement de calculer Jirec- 
tement la valeur de q lorsque le point */. est i‘un des deux points 

com m uns aux trois lignes G,j. Cj, D. Pour les racines e do I'e- 
quation • ’ = */.. les deux dernieres de ces formules fournissent 

en eflfet la relation 



resulte des inegalites demon trees au n° 537 ; designons leurs sommes par z(i-, 
?(i); ces n ombres seront, d'apres le second iheoremc d’Abei (n 3 32), les limites 
respectives de a (•/.)> ?( y -) quand /. tend vers i par valeurs positives plus petites 
que i. II est aise de montrer que i’on a 

a( i ; — (i) — — — a log 2 — o, iSi-5. . . . 

11 suffit pour cela d’egaler I’expression de x' (*/.) a celle que Ton obtient en rem- 
placant •/. par i — */. dans fexpression de x(y.), puis de supposer */. reel, posit i f 
plus petit que i, et de faire tendre */. successivement vers o et i. 

Ces valeurs de a (i)„ 3 (i) permetlent, en raisonnant comma au n° 553, d'e valuer 
facilement une limite superieure de I'erreur que 1’on commet en ne conservant, 
pour ie calcul de a(v.) ou de £(%), que les premiers lerrnes du developpement. 
On a d'ailleurs, ea remplacant les coefficients de a (*/.). 3 ( /. } par leurs valeurs 

approchees a 1 pres, 


0,107 00 7. 
0,029 I l 7 / 
o } oi 3 277U 
0,007 55 X 4 
0,004 S 77. 5 

0,000 4 o 7 .° 
0,002 5oy. T 
0,001 gay. 55 


: o,og6 57 7. 
o,o 3 o Sgv.- 

— 0,014 gs*' 

0,OOS 772' 

— o,oo 5 757/ 

— o,ooij 06 7. 5 

— o,oc3 02 y. 7 

-r- 0,002 34 ‘/C 
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on en deduit q = zii le 2 = -L i X o, o 65 829. La relation 

X U ±T ) = x'G =FT ) > 


que Ton petit deduire de chacune des deux dernieres relations 
(CXX 4 ). met d'ailleurs en evidence ce fait que les deux quantites 


sont imaginaires conjuguees. La formule X = ~ 2 >g(o) pennet de 
calc tiler la premiere d’entre elles. On trouve 


(CXXI 6 ) 



543 69 dz i x o , 4 1 3 G 3 , 


= t ,54369 +t'x 0,41 3 63 . 


Les nombres decimaux con terms dans ce numero sont approches 
a une demi-unite du dernier ordre pres. 

D'une facon generate, les formules du Tableau (CXX /( ) per- 
mettent de ramener le calcul de x(x), x'(x) au cas oil Fona|x[<^i. 
En effetj les inegalites 

i * ! > 1 > 1 1 — x | > 1 , 

entrainent respectivement les inegalites 



en sorte que, x etant suppose different des deux points communs 
aux trois lignes C 0 , C<, D, un au moins des nombres x, 1 — x, 

f 5 T~ —v * ~ ~ est m °i n dre que 1 en valeur absolue; desi- 

gnons-le par x, ; les formules (CXX 2 ) permettront de calculer 
Xf/.j x (*/(); en appliquant les formules (GXX /( ) on en deduira 

X(x), X'(x). 

oo2. Mais il vaut mieux porter I’effort sur la determination du 
nombre 
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Quand on aura, en effet, determine q 7 on aura X par la formuie 

X = ~ \ i o ) = - i I — iq — c iq+ — r ±q : ' — . . . - . 

ou la serie qui figure dans le dernier membre converge ires rapi- 
dement pour peu que q soit petit. On aura ensuite 



ou il faut prendre dans le second membre la valeur principale du 
logarithme, puisqne, dans le premier, le coefficient de i est corn- 
pris entre — t, et t:: cette formuie determinera done X quand on 
a calcule cj et X : tout est bien ramene au calcul de q . 

Observons en passant que, counaissant q : on pent avoir, en 
designant par r un nombre rationnel quelconque, a calculer q r 

(XXVIII 3 ); en particulier, on peut avoir besoin de q' pour le cal- 
cul des fonctions £?,(«), S 2 Of). La determination de q r ne com- 
porte aucune ambiguite ; elle depend, il est vrai, de la valeur que 
Ton clioisit pour {’argument de q\ mais e’est toujours la valeur 
comprise entre — t: et -f- t: qu'il faut prendre pour cet argument, 
en vertu du theoreme demon tre au n° 5ii. 


553. Nous allons d’abord donner une serie entiere qui perrnet 
ie calcul de q, quand on ajxj<i. (Schwarz. Formules, p. 54-66.1 
Dans ce cas, on a, a cause des formules (CXX 2 ), 

x , f \t 1 V. ) ^ y. _ ^ JJL *} 

{! ~~ C x g A 1 7* ( * ** = g A 1 '■ ‘ 

1 l6 

V. L 4 . 1 f j . a( x ) 

~ 76 / 1 ~~ A ( 7. ) ' I . 2 L A ( 7. ) 



On a vu d’ailleurs, au n° 538, que y~y est developpable en une 
serie entiere en y., dont on peut obtenir autantde termes que 1 on 
veut; en remplacant et ordonnant suivant les puissances de x, on 
aura une expression de la forme 

q = ^ C„y. n , 

n — 1 


(CXXIs) 
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oil tons les coefficients C,* sonl rationnels et positifs. Cette formulc 
est evidemment valable tant que 1’on a [ x | << i ; de plus, lorsqiFon 
suppose que x tencle vers un par valeurs positives croissantes, 

le rapport tend ( n° 538) vers Iog2, done q tend alors vers 
_L^« io 22 _ j. jj f ail t poor eela, puisque Ions les coefficients C,* sont 

n — sc 

positifs, que la serie C/*x* reste convergente poor x = i et quo 

ri = 1 

sa somme soil egale a i. On pent d’aiilenrs calculer antant de 
coefficients que Fon vent et Fon Irouve 


i 



i 





On observera que, si Ton calcule q par cette serie en s’arretant 
an ternie en x", Ferreur commise sera moindre, en valeur absolue, 
que 

p= x 

; *•+« ! 2 G ^p = l i(i - Ci - c, - c„), 

P = i 

c'est-a-dire, pour les valeurs de n egales a r, 2 , 3, 4? moindre res- 
pective men t que 

— ■/.' ! , J2L| X »|. 

5 o t>2 1 1024 ' ' ao.JS 

En vertn des formules (CXX.,), on pent ecrire 


<1 — 




il resulte de la, quand on suppose a la fois j x | << 1 , 
que Fon a 


2 2 


| X 
J X — I 


<h 


Cette identite, si Fon ordonne suivanl les puissances de x, con- 
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duit a la relation 

[i ( — i)"]C tt = ^c,_ : 

(ft — I '» ft — O i ■' /? *$ ) _ 

I ftl.'j ■■■ 

< /z — iUn — Vi..,! ^ 

I . 2 . . - i ft — n 

qui permet de calculer C u an moven de C 2 , Co. .... C v _ f lorsque /> 
est pair. 

Doi. Quand j x est plus petit que ■ . on pent tout aussi faeile- 
ment calculer la valeur d une puissance positive quelconque de q. 
Soil, en effet, r on nombre positif quelconque ; on a'- XXMIC 

q' % — e x =e A y - : x e 1 

°ii log-— doit etre remplace par sa valeur principale; dans ces 
conditions, on a 

. y - 

r lus — '/J 

e 16 = — . 

if) r 


en designant par i6 r an nombre positif et par v. r la determination 
specifiee au n° 523; on aura, par consequent. 


(CXXIj) 


U 7. 



11 est clair que le second membre est le produit de x r par tme serie 
enliere en */., donl les coefficients sont tons positiis, que cette 
serie doit rester convergente pour x= i, et que sa somme est 
alors egale a i . 

En particulier, pour r = on aura llmportant developpement 
qui suit 

(CXXI.) d = 2 Cv f 

jsmi \ A / 

n — 0 

ou 1’on salt que tons les coefficients o n sont rationnels et positiis, 
et que Ton a 
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On tr ouve sans peine 


Oi= 2, 


0-j,= 13, 


0 3 = 130 , 


en raisonnant d’ailieurs comme lout a l’heure, on reconnait qu en 

± 

prenant, pour calculer q\ un, deux, Irois, cjuatre termes, on 
com met des erreurs respectivement moindres en valeur absolue 

que 






2091 
5 1 2 


v*\ 


4096 v 


000. Le precede que nous avons indique pour calculer o 0 , o l? 
So, o 3 , . . . n'est pas le seul qu’on puisse suivre : 

Reportons-nous, en efFet, a la premiere des relations (CXIX.*) 
que Ion peut ecrire 

L 9 11 -7T^- 

i\ -7- 1 ± q •+• zq* — ‘iq* -7- . . = q 1 * q'* q ** -+■•••) q — e x (X) . 

4/7 

Nous savons qu’il existe une serie entiere en )LL, savoir 



n =0 
1 


qui, mise a la place de q !i dans l’egalite precedente, la trans forme 
en une identite; en egalant dans les deux membres les coefficients 

y- 

des memes puissances de on obtient une suite d'equations 
qui permettent de calculer de proche en proclie les coefficients o 0 , 
o 1? So. .... C'est ce procede qui met en evidence, par une gene- 
ralisation immediate d’un tlieoreme celebre d’Eisenstein, ce fait 
interessant que les coefficients o n sont des nombres entiers (*). 


( 1 ) Voici, avec les petites modifications necessaires ici, le resume de la de- 
monstration du tlieoreme d’Eisenstein, d’apres M. Hermite ( Cours autographie 
de la Sorbonne). 

Supposons que y soit lie a x par la relation 

(t) x = ^A. itj as‘y<, 

hi 

oil U j peuvent prendre toutes les valeurs entieres positives ou nullcs, od h*s 
coefficients A i ; -sont des constantes parmi lesquelles A 0 0 et A 0jl sont nulles; sup- 
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006. Nous allons maintenant donner une serie entiere qui per-* 
met le caicul de q dans tous les cas. 

La relation (CXXL) 

**{t ) 

.>2 = 0 


posoos qu’on puisse satisfaire ideatiquement a cette equation en remplaeant v 
une serie entiere en x de la forme 

( 2 ) y ~ x (*,— z, jp -h . .— 2.. a-'—. . . 

les coefficients x 0 , a t , .... 2,., ... seront des fonctions enlieres it coefficients en- 
tiers des coefficients A, en sorte que, si ces derniers sont des nombres en tiers, 
il en sera de meme des coefficients 2,.. 

Soil, en etTet. en designant par p un enlier posilif et en supposant en general 

a ii,i == 

yp = X P ( a i>fJ -r a, .r -h x jr : -K . . — x r x K 

ii est clair que x rt sera une fonction entiere a coefficients en tiers de 2., 2 x.. 

independante de a B+1 , a„ +3 , en substituant dans Tequation (i), il vient 

y = ^ 

par suite, si Ton fait m-i-i=i+ < / , + /z, et que Ton egale dans les deux membres 
les coefficients de x m + l , il viendra 

Ln ~ ^ X.j j,j ' 

!/-f-/=7«-f- 1} 

sous le signe X 1 du second membre, y doit etre au moins egal a 1 ; par suite, le 
premier indiee m -hi — i — j est au plus egal a m; il n'atteint cette valeur que 
pour i — 0. j = 1; mais, par hypothese, A 0 1 est nul; il n'y a done pas, dans le 
second membre, de terrne en x m l = x m , et les termes en x ;jz _^ 1 _ t ._ ) . .qui y figurent 
sont des fonctions entieres a coefficients entiers de 2., 2,, .... a m-1 ; si done ces 
quantiles sont des fonctions entieres a coefficients entiers des A lV , il en sera de 

meme de x OT ; or, on a x 0 = A 0 , x t = A, , x 0 -h A : , j2 x^-h A^., La proposition 

l */- ; — 

est evidente. Elle s’applique au cas actuel en supposant x = — > y — yq et en 

prenant la premiere des equations (CXIX 4 ) et Fequation. (CXXL) pour les equa- 
tions (1) et (2 ). 

M. Hermite s’est occupe recemment des series (CXXL .) et de quelques autres. 
{Bulletin de la Societe physico-mathematique de Kazan, serie II, tome VI.) 
Entre autres resultats, il etablit le caractere rationnel et posilif des nombres C n , 
au moyen de la transformation de Landen,et montre que les nombres sont 

entiers; le caractere enlier des nombres 6 rt en resulte. Lullustre geometre donne, 
d’apres M. Tisserand, les valeurs des douze premiers nombres 2 5 ,i C re et en signale 
de curieuses proprieties arithmetiques. 



2 2 2 


UALULL UN lJiliUAL. 


suppose J x j < i; si celte condition est verifiee, elle pent, en 

_ x’ 'y.1 

supposant q = e 4 etre regarde e com me une identile en z. Si, 
en regardant pour un instant t comme la variable independante, 

on suppose j reel et positif et si Ton determine x par la condition 


{/z = \Jk tT j 


^ 1 _9 J2_5 

jjl' O ! t) 9.q* -4- '* -j- . . . 

%3<0 h) I -r- 2 £ -h 2 . . 


q rrz <?X7r/ ; 


la valeur de x sera manifestement re elle, positive, plus petite 
que i , on aura d’aillenrs (n° 850) 


i x'fx) 

x(x) “ 

et, par suite, pour toutes les valeurs de t considerees, 



n= 0 


V/F(T) l iB+1 

a 


bi dans cette identite on change t en on aura, pour les memos 
valeurs de t, 


Q~TZi 


n ~ oo 



» — 0 


\//: ( 4 t ) 


4 rt-f-1 


et, par consequent, pour toutes les valeurs de x reelles, positives 
et inferieures a un, 


77 X’ ( 7. ) 





eu posant, comme on l’a fait au n° 529, 


o 1 — V 1 — y- 
‘ « + ^T^' 

L’avant-derniere egalite, etablie pour toutes les valeurs dc x 
qu on a specifiees, subsiste tant que les deux membres sonl des 
fonctions liolomorpbes de x, c’est-a-dire dans tout le plan (e) : on 



pourra done, au mo ins iheoriquemeiit. calender 
cas par la formnle 


(CXXIi) 



ooT. Nous allons montrer qu'on pent Loujours s'arranger pour 
qae la serie qui figure dans le second membre de la iormule 
(CXXI 5 ) soil Ires convergenle et que, en me me temps, q soil 
petit. 

La chose apparait clairement quand les donnees sont les no mb res 
y 2 , Vo. On peut, en effet. supposer les racines s. , n. z-> range e> 
dans un ordre tel que les quantiles z { — s 3 , s , — z.> . — * ; j : 

soient rangees par ordre de grandeur decroissante, e'esl-a-dire 
supposer que Ton a x ^ i — x Si, on encore que le point x 
appartient a la region (G 0 C { D 0 ) ; il sufiira pour cela, apres avoir 
figure le triangle forme paries trois points So, s ;j . de placer s 2 
au sommet qui reunit les deux plus petits cotes, au somniel qui 
re unit les deux plus grands. 

Pour nous rendre compte de la rapidite de la convergence de 
la serie envisagee, lorsque x appartient a la region /CoCjD 0 ) ou 
a sa limite, nous chercherons d'abord a determiner le maximum 
de | fi\. Cette derniere quantite n’est autre chose que le rapport 
des distances du point { i — x aux points i et — i; quand le 
point 7. reste dans la region (C 0 C 1 D 0 ), ie point { i — x reste 
dans une region qui est limitee par la courbe que decrit le point 
pQ — x quand x decrit la limite de la region (CoC,D (l ) : cette 
limite se compose de deux parties, d une part 1 arc du cercle Cj. 
compris a 1’interieur du cercle C 0 , qui va, en passant par le 

point o, du point e * a u points 3 , et, d autre part, la portion 
de la droite D qui s’etend d‘un de ces points a Fautre. Quand 
le point x decrit la premiere partie, le point i — x reste sur le 
cercle C 0 et le point pi — x decrit le petit arc du cercle C 0 com- 

'Z i T.i 

pris entre les points e 12 et e 12 : quand le point x decrit la seconde 
partie, le point i — x decrit un arc de courbe qu’il est aise de 

construire et qui relie les deux points e l ~ , e 1 - ; 


une etude 
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sommaire de cette portion de courbe montre ( ' ) qu’elle est com- 
prise tout entlere a rinterieur dn cercle C f qui est orthogonal an 

T zi ni 

cercle C 0 et passe par les deux points e 12 , e n . Quand le point x 
reste dans la region (C 0 C,D 0 )ou sur sa limite, le point {/ 1 — x 
reste done a rinterieur du cercle C r et n’atteint ce cercle qu’aux 

deux points e 12 et e 12 . Or, sur le cercle (7, le rapport des dis- 
tances aux points i et — i reste constant; ce rapport prend une 
valeur plus petite a rinterieur de ce cercle ; done le rapport 
des distances du point {A — x aux points -hi et — i , lorsque ce 
point { i — x reste dans la region consideree ou sur sa limite, est 

ni TC i 7C / 

maximum pour les points e 12 ete 12 ; niais on a, pour pA — x = e 12 , 


/ 7 r / 7 w / 7 C 


t — e 12 __ <? 2V — e-* 

QE TtT / 7T 

i -T- e 12 ^ 


2 4 


et. par consequent, iantque x reste dans la region (C a C,D 0 ) on 
sur sa limite, on a 


Quant a la valeur de | q | pour la meme region, elle est manifes- 
tement inferieure ou egale a 





I 4/Z-t-l 


‘ 5 J 11 est aise de voir que cette portion de courbe est decrite par le point 
_iu_ _ 1 

e ^ (2 cos u) * quand la variable reelle u va de — ^ a + j . Quant au cercle 

C', son centre est le point sec — et son rayon est egal a tang — • Lc point doit 
etre interieur a ce cercle, ce qui se traduit par Finegalite 


V 


Sec COS T T 7 1 

-I V 2 COS U } 


+ sin 2 - 


< tang 2 


\/ 2C0Sl£/ 4 \j 2 COS U. 

C’est un probleme de nature element aire que de montrer que cette inegalite est 
verifiee quand u varie de — ^ a -h A 



el. par consequent, a 


y C j i — Tan 7— : : > c . 


or, la serie dont la valeur absolue figure dans le second 

n'est autre chose que la valeur de q pour v. — e . vale 
ete calculee au n° 551 : on a done 


pour tons les points x qui appartiennent a la region -'CoC.D,, . 
ou a sa limite. 

Dans ces conditions, en calculant q au moven des v premiers 

x 

termes de la serie, on commet une erreur eg ale a \ ^ ; 

quantile dont la valeur absolue esl moindre que 


e’est-a-dire que 




1 V I -V J_ 

2 2 5 2 ° 


puisque Ton a vu que ^ o /2 ( ~ ) est egale a i . On trouve 

}i — o 

ainsi cjue, en prenanL un, deuv, trois, qualre termes, 1 erreur 
commise est moindre que 

Ijft's _L !3‘o 222 I 3 ii 3 . Jl 2d i 3 it. 

2 1 1 • 5 i6 1 : 5 12 ‘ ‘ ? 8192 1 ‘ ! r 

done surement plus petite qu’une unite du quatrieme, Imitieme. 
onzieme, quinzieme ordre decimal. 

Pour les valeurs reelles positives de x, plus pelites que on 


v - 1 ^ 1 


° < q < - 


T. et At. - III. 
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558 . At ant calc id e q. X, X' pins 10 ,= -===> 10 ; » = - 7-.:-... ■ _ 

V £ i — £ 3 v £ i Z -i 

on obtiendra r t , par la formule (CX 2 ) par exemple, ou la serie 
en q- converge rapidement puisque q- est plus petit en valeur 

absoltie que on, mieux encore, par la formule (XXXIX,); 

on obtiendra ensuite r, 3 par la formule (XXVIII 1), \Jk, \/k r : K, Ivf 
E, E’ par les formules (CXIX 4(6 ) et (CXI). 

On a ainsi tontes les quanlit.es necessaires pour le calcul des 
foiic lions 3 r, 3*. sn, en, dn, 0 j), .... 

559 . Ce qui precede suffirait a la rigueur; Loutefois, il est sou- 
vent avantageux de ne pas fixer tout d’abord, comme nous l’avons 
suppose, Eordre des quantiles s, , s 2 , £3 par les conditions 

ou bien, si c’est le nombre x qui est donne directement, coniine il 
arrive quand on se sert des fonclions de Jacobi, ce nombre pent 
ne pas satisfaire aux conditions j x | $ | x — 1 1 < 1 ; il est done ne- 
cessaire d’expliquer avec des details suffisants comment on pent 
cependant ramener les calculs a se faire avec laineme facilite que 
dans le cas precedent. 

Il convient tout d’abord de completer les observations que nous 
avons deja faites sur la facon dont les points; — — 9 — — , 1 — x, 

correspondent au point x. 

Convenons de dire de deux points cju’ils sont symetriques par 
rapport a un cercle quand ils sont situes sur un ineme diametre 
et c] u 'ils divisent liarmoniquement ce diametre, ou encore, ce qui 
revientaa meme, quand ils se changent Tun dans I’autre, par Tin- 
version dont le centre est le centre du cercle et la puissance le 
carre du rayon du cercle. Cette definition comprend la definition 
de la sy me trie par rapport a un axe; elle ne s’applique pas a la 
sy me trie par rapport a un point, pour laquelle nous conservons la 
definition habituelle. 

La verite des propositions suivantes ap par ait immediatement 
sur la figure. 

o 

Les points x et 1 — • x sont symetriques par rapport au point 1 • 



i . I x — i , . ; 

Les points - et — - — , svmetriques par rap port an pom l - - son l res- 

pectivement les svmetriques par rappoit a 1'axe des qu an 1 5 ids 
reelles et a la uroite i D 1 clu point svmelriqu? du point x par 
rapport an cercle C 0 . Les points — et ^' m dtriques par 

rapport an point l - : sont respectivemenl les svmetriques par rapport 






a 1’axe des quantiles reelles et a la droite (D ) du s\ nielrique du 
point x par rapport an cercle C,. Quand le point x decrit Tune 

des trois lignes C 0; Gi, D. les points — — - s __ .. ’ ! x - z 
decrivent anssi, cliacun, quelqu’une de ces trois lignes. 

II esl aise, d' a pres ces remarques, de dresser le Tableau suivant. 
Les six regions dans lesquelles pent se trouver Fun qnelconque 
des points x, OU, I, -L-, i - x, ^ son l emnnerees dans la 
colonne verticale qui porte en tete 1 aflixe de ce point, et les six 
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points sont too jours respectivement dans les regions don l les sym- 
boles figurent dans one meme ligne horizontale ; ainsi, si Je point x 
est dans la region (C,), le point est dans la region (C 0 ). 


7 . 

1 1 

I 

l — 7 , 

v- — r 

7 . — I 

i 

I — V. 


7 . 

(Co) (Do) 

( Cy) 

(D,) 

(Ci) 

(Ci) 

( C 0 i < D i ) 

(Co) 

(Do) 

(C,) 

(C.) 

1 C i ) (C\) 

1 (D.) 

(C' 0 ) 

(Co) 

(D 0 ) 

(Ci» (CO 

(Do) 

(Co) 

(C/,) 

(D,) 

(Do) ' (Co) 

(C'l) 

( G t ) 

(D,) 

(Ci) 

(DO (Cy) 

(Ci) 

(C'i) 

1 

(D„) 

( Co) 

i 


Cliaque point qui n'est pas sur line ligne de separation appar- 
tient a la fois a trois des regions (C 0 ), (C' 0 ), (G f ), (C 4 ), (D 0 ), 
(D { ), c'est-a-dire qu : il se troiive dans Tune des six regions desi- 
gnees, d’apres nos conventions, par les symboles (C 0 C 1 D 0 ) 7 

(D o c;c 0 ), (C' 0 d,c;), (c;d 0 c;), (C, c 0 d<\ (d,c' 0 c,). n re- 

sulte du Tableau precedent que, si le point x est dans la premiere 
region, les cinq points — - > - , — — , i — x, - — - sont respecti- 
vement dans les cinq suivantes, et que, suivant que le point x est 
dans la deuxieme, la troisieme, la quatrieme, la cinquieme on la 
sixieme, c’est le point — — > -> — —> i — x, - qui est dans la 
premiere; designons, dans tons les cas, ce point par x 0 . On obser- 
ver sur le Tableau (LXXX 5 ) que x 0 est precisement egal a la va- 
leur que prend l 2 dans le cas dont le numero cl’ordre est celui de 
la region ou se trouve le point x. 


560. On calculera d’abord la quantite 


(CXXII,) 


4/ 

T y 1 X 0 

1 -r- / 1 — X 0 


qui sera, comme on Fa vu au n°557, plus petite en valeur absolue 
que fir, puis la quantite 


(CXXII 3 ) 


rt rr oo 



n-Q 



TROl'YEU 


ON DONNE L~ OL* 




qui sera plus petite en valear absolue que~. puis les quantiles 
X(*/. 0 ), xLz 0 n t — Y y " ; comine on La ex pi i que au n odd. Les 
form u les (CXX .) fourniront les valeurs de X */. , X /. au m »yeu 
de x(x 0 ), Xyx 0 ?, et celle de T an moyen de t: on en dkdait fex- 

i ^ is. 1 7. ,J 1 _ 

pression de t ; — - an moven de T = .■» et cehe ae I au 

1 x ( v. } - XX 

moyen de t; ces expressions sont de la forme 


T == 


e — >h 
a — - bz 


— c — a t 
d — u i 




a — o t 


ou < 7 , b, c. d et a\ b\ c\ d' designent des uombres entiers; on ie> 
trouvera, pour eliacim des six cas envisages, dans les deux der- 
nieres colonnes du Tableau suivanL on I on doit prendre, ainsi 
que dans toutes les formules suivanles, les signes supeneurs ou 
inferieurs suivant que le coeltieient de i dans */. > et non dans 
sera positif ou negatif : 



561. On pourra, si Ton veut. calculer q au moyen de loute- 
fois, il est a vantage ns de faire les calcuis numeriques au moyen 
des series S(0 T ) P lul6t 6 u ’au moyen des series SOU) a cause 
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de ia rapide convergence des premieres; anssi convienl-il de don- 
ner pour cliaque cas Pexpression des series «^(v |t) an mojen des 
series Sfc! t). Cette expression resulte immediatement des for- 
mulas de transformation lineaire (XLII), dont les quatre premieres 
peuvent s'ecrire 




•r - 2r s (p | t) =2r, (-^ 




v'a'-r- e 2r ;j .^i(r | t) — .% 

o 2 rr / 


\a -r- (S T 

a' ■+■ b'T, 

( " 

j c' -4- cl' T 

\a‘ -r- b'T 

1 a' -h U T 

( ” 1 

c -+- cl! T 

\<t -h b ' t | 

cv h- 6't 

t v 1 

c'-h r/ fr r' 


6'r 


a' -+- t 


Lorsque x est dans Ia region III, par exemple, on a, d’apres le Ta- 
bleau (CXXIJ,), 

T 

1 ± T ’ 


de sorte que les nombres b r : c' , cV qui figurant dans les for- 
mulas precedents sont a! = i, &' = dz i , c' — o, cV = i ; la pa rile 
de ces nombres, qui verifient la relation del' — b'c l = r , monlrc 
que Ton est dans ie cas 3° du Tableau (XX 6 ) ; en se reportant aux 
formules (XLII 0}7 ), on a done immediatement 



en tenant compte des valeurs X— 2 , p. = i 5 v — 3 correspondant au 
cas 3° du Tableau (XX 6 ), on obtient ainsi les formules suivantes (•) 


<CXXII 9 ) 



7T< 


e 4 v 7 i 

— T e 1 - , ’Sri(p|T) : 



vd 




± )UL* 


— T e 1±T 2rj(«>| f), 

7Zi 

-t-llEi' 

c 4 v 7 1 

— t e *±T2r t (p | t). 


» ) On arrherait au meme resultat en decomposant Ia transformation consideree 
en transformations de la forme Tziz r, — - (n° 191 ). 



7 GU 
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uii les radicaux doivent ctre determines de far-on one 

'i " - - - i ,c “ 

reelle soil positive. 

Lorsque zest dans mine des regions I. II. III. IV, V. YL in narite 
cles coefficients a . b\ r ] . cV de la substitution lindaire r;ui donne t 
an moyen de T nous place respectivement clans les cas r : . o 3 . (} \ 
5", 4° du Tableau (XX 6 ). Si bon tient compte de cette remarque. 
on deduit immediatement des formules de transformation lineaire 
(XLTI), par u n calcul semblable au precedent, les formules du 
Tableau (CXXII 9 ) place a la fin de l’Ouvrage, qui se rapportent 
aux cas oil x est dans une r|uelconque des six regions envisages. 
On a ainsi ce qui est necessaire au calcul des fonctions 2;, sn. 
cn, cln pour une valeur clonnee de Fargument <\ 

562. Si Ton a affaire aux fonctions p : i on pourra 

les supposer constmites avec les de mi-peri ode s to, = —5== i 

to 3 = _ L . On pourra aussi les consiruire avec des demi- 

V l l — 

periodes equivalentes; en appliquant les formules (CXX.fi, nous 
allous montrer, dans cliacun des six cas qui peuvent se presenter, 
comment on pent former au moyen de X(x 0 ), xyx 0 ) de Lelies demi- 
periodes n t , q 3 equivalentes a w,, co 3 ; a ces demi-periodes corres- 
pondront des quantiles H,, H : >, de meme que t , , r r > correspondent 
a to, , to 3 ; on pourra calculer II, au moyen de o, et de 0 par la for- 

mule (XXXIX,), puis H 3 par la relation II, n 3 — h 3 q, = d’ail- 

leurs, tj,, T i3 s’expriment lineairement au moyen de H,, h 3 paries 
m ernes formules qui exprim ent to,, to 3 au moyen cle 9 . , , o 3 ; toutes 
ces cjuantites pourront done etre regardees coniine connues. Le 
plus souvent on deduira les fonctions 3 (u | o,.o 3 )j d^iu ; o,. q 3 ) des 

fonctions 2? | Tj paries formules de passage (XXXIII 3;C ), dans 

lesquelles on suppose 7 , q , to, , to 3 , r kl et c = ^-remplaces respec- 

tivement par T, 0 , q,, n 3 , h, et V = ; on sail d’ailleurs que 

(j (u 1 o, , 0-3 ) est identique a d (11 ! to, , to 3 ), et que les trois fonctions 
| o, , o 3 ) sont les trois fonctions d { (a :| to, , to 3 ), d. 2 (u q to, , to 3 ), 
3*3 (u [ to,, to 3 ) prises dans unordreconvenable: cetordrese determine 
par la parile des nombres a, 5 , c . cl au moyen des for mules ( XX 3 , 6 ) • 
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Les fonctions c o n s t r u i t e s a v e c 1 e s d e m i - p e r i o d e s £2 1 , £ 3 engendrent 
des quantiles E, , e 2 , E 3 , y/E,— - e 3 , . . . , de meme que les fonctions 
construites avec les demi-periodes oj> 1? to 3 engendrent des q nan tiles 
Ci, e 2 , e z , \ie \ — e 3 . . ..: les quantites E I? E 2 , E 3 coincident d’ail- 
Jeurs dans leur ensemble avec s, , z 2 -> £ 3 ? puisque, en tanLqne fonc- 
tions de Uj les deux fonctions jd ( z/ 1 n , , o 3 ), p(«|o>n to 3 ) sont 
identiqnes. Les quantiles Ej , Eo, E 3 , yE, — E 3j , ... seront, dans 
ehaque cas particular, exprimees sans ambigui’te ail moycn des 
quantiles dont le sens a ete precise anterieurcment, et cela an 
moyen des Tableaux (XX C _ 7 ); bexamende cbacun de ces cas par- 
ticuliers montrera que bon a toujours 


1 CXXIL) 


o = a >== 

y'Ei — j -: 3 y/^i — K » 


363. Examinons chacun des six cas particuliers qui peuvcnl sc 
presenter. 

Cas 1; x est dans la region (CoCj D 0 ). 

Cas II ; x est dans la region (C 0 C', D 0 ) : | x | r , | x — 1 | > 1 , 
x, < ; x — 1 j . On pose, conformement a la definition adoptee plus 
haul pour x 0 . 


11 re suite de la que \J 1 — x v /i — - x 0 est egal a ±1 ; il suffit 
de iaire la figure dans ce cas et de se rappeler les conventions re- 
latives aux radicaux (n° 323) pour voir que bon a 

b I — * s /’ I — X 0 — I, sfi — v,q = [ . 


Dans ce cas, les formules (CXX 4 ) donnent done 

X(x) = \/i x 0 X(x 0 ), x'(x) = /1 — x 0 [x'(x 0 ) q= ix(xo)], 

d’ou 


W! : 


V 1 *■ 1 x ( *0 


V ^1 — Z :t 


“3 = t«'(' / -o) ± X(*o)], 

V -1 — *3 


Nous poserons 


y / 1 — xC •/.(,) 


„ _ s/ 1— y-o ix'(x„) 
■ — 


T = T ± I . 



TROUVER 
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les relations precedentes devienneni alors 


tOi ~ Li. . (•>:> — T*Z Li- — - 


d'ou 


on a aussi, si L'on vent. 


Qj = '-■) l . ii:j — - I h) i — LO ; L 

on voit done bien que -212!. 2 n :{ sont des periodes de p// comme 
2 03 , , 2 co 3 . 

Les coefficients ci, b, c, d de la substitution lindaire qui do one 7 
en fonction de 7 sont 


a — 1 . b — o . o = :ii. t/ ~ 


Par consequent, en se reportant aux Tableaux 1 XX,. : . on a. en 
tenant compte des formules (CXlX 5 i. 


(CXXII 6 ) 

d’ou 


^ \ / l £ 1 — E : > - 



v Ti — e, = 




— Si \ 


\' l i — 




£-2 = S 3 . 


La premiere des formules (CXXIL ) perniet d ecrire les expres- 
sions de £>3 sous la forme annoncee 


o x ( /-o ) 0 _ /x f r /.., 1 

vTi K;> v'iu — E ’> 

II convient d'observer que Ton a, dans le cas actuel. 


s 0 - 1 ~ v' 1 y ' !> = v 1 ~ y -~ 1 

1 -f- v 1 — y-o — 

et, par suite, 

o = - q . 


0 


en sorte que, an point de vue de la convergence des series S. on 
ne gagne rien a faire la transformation precedente; il vaudra tout 
autant faire les calculs comme dans le cas i°, oil •/. est dans la le- 
gion (C 0 C t D 0 ). 
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Toute explication est desormais inutile : ii sufflra d ecrire les 

resultats. 

Cas III. Le point x est dans la region (C' 0 C' D, ) : 

i ■/. | > 1 • i i - * I > i , | */d > | i — v. I , 


= - 9 
/. 


v/y-o y* = i • % 


' ~ \7 1 ■ 


X I 7. I = V'" y ’U [ x ( 7.0 ) ± i X' ( 7.0 ) ] , x'(7.) = \/ 7.0 X' ( 7. 0 ) , 

_ x(y. 0 ) _ w ^ ^ (2 _ x f ( 7. 0 ) y/y.p _ 

V^l— *;j V/Sl £3 

Hi ='0 : r r J3: n 3 = 

El = E 2 j E 2 =£i, E 3 = S 3 , 

V'Ei — E 3 = v/si — S 3 yJy-9 /e 2 — E 3 = — V^l — £ :n 


V / 7 Ei — e 2 = ± z y/si — S 3 v/i */.. 

£V/s iF. Le point x est dans la region (C^C' D 0 ) 

|7. |>r. | 1 — sc | > 1 , |x. |<|i — 7. !, 


7 -o = ? 7 . = j oq -- 

1 — 7. 7 . 0 


j -" • " 9 

4/ I 

,Jh \/ —T=^ 


v/7.0 V 1 7 . = I, 

X 1 7. ) = X ( 7. 0 ) \/ 7. 0 , ( 7. ) = [ X ( 7. 0 ) ZjZ i X ' ( 7. 0 )] / 7 . 0 , 


>! = =Z COj — C0 3 = 


xf 7 . 0 ) \Jv . 0 


£1 = on = 


i x'( 7. 0 ) / 7.0 


/ /sj — £3 L V^l s 3 

II 1 “ — r < 1 7 <3 , H3 — r j I? 

Ei — l), Eo ~ £3, E3 = £1, 

V Ei — Es = i — £3 sji — 7., /e 2 — e 3 = -— i v/si — S 3 , 


V 7 E 1 — E 2 = dz \Zzi S 3 \/ 7.. 
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Cas I”'. Le point x est dans la region .'C u Ci Dj : 


I . : I — 7. 


7.„ = I /-. 


i — v y- 


\ — \y- 

X ■ 7. — 7. , . X 7. } — X 7. 


O . — C U;j 


\ ' 7. , 


l -l rj = Wj 


io = — •'.> 

Kj = 0>.. Hi = 




V' El — K 3 =■ I \ Z\ - - Z :i . \ ;0 - K:: 


FT". Le point /. est dans la region \C 0 C S D { : 

! 7. ; > I . ,1 7. ; < I . ’ 7. ; > M 7. ; . 


7.0 : 


1 — 7.,., 


V 7. V I — 7-j = I, 


i 7. 1 

i /. ~ 1 


X ( X ) = V I — 7. 0 [ X* ( 7-,j ) — i\'. 7-0 >] ; x'< 7 ., 1 ; = V l /. ) X ! 7 . 


- W 3 — 


X ( 7. , ) V' 1 — 7. ) 


E t “ S 3 . Eo 


£>., = ioj qi 0J : > 


7. , • V‘ 1 — 7.0 


v M— 0 ; 


v / E L — E:j — f v"'h — V V E 2 — K:« 


: *, *1 ‘ 


;|i" 7.. 


V In — l -:. 2 = l \ Z i — O; 


Dans les deux cas I et II, et dans les deux cas V et AL la 
convergence des series est la meme : il suffirad employer dans, uu 
cas et dans P autre une seuie et meme transformation. 

Les quantites E s — E : > ? \ E 2 — E 3 , \ E\ E 2 >ont en tieiement 
determines (XXXVI 3 ) des que Y on a fixe le sens de \ iq. qus 
pent etre clioisi arbitrairement. On pourra les exprimer an moyen 
d e y / £| £ 3? ^ x, {' 1 — x, dans les six cas, des que I on aura fixe le 



CALC CL INTEGRAL. 


•>3fj 

sens de la premiere de ces quantiles, ce qni fixe le sens de \/ to { , 
com me on i ? a vu an n° 532 ; on n oubliera pas que y'Si — s 3 doit 
etre une racine carree cle — £ 3 : les expressions cherchees 
s'obtiendront aisement ensuite au moyen des resultats du n° 532, 
des form u les (CXXII 9 ) ou Ton fera v = o et enfin des formules 
(XXXVI 3 ). 

56-1. II v a. dans la pratique, deux cas parti culierement interes- 
sants : celui ou les trois nombres S| , So, s 3 sont reels et celni ou, 
fun de ces nombres etant reel, les deux autres sont imaginaires 
conjugues. Dans ces deux cas y 2 et y 3 sont reels; inversement, 
si y 2 et y 3 sont reels, on est necessairement dans Tun de ces 
deux cas. 

Dans le premier, x est reel et, s’il est compris entre o et 3, X cl 
sont reels, positifs; il en est cle meine de q , cjui est, en outre, 
plus petit que i. Si % est compris entre o et-^j on sera dans le 
cas I, et Ton appliquera done les formules du Tableau (CXXII) 
clans ce cas I. Comme on a 

r ^ — i — y- 2 i [ 

'■5 = r— - = o ,0804*27 < — ? q e-K < o , 0 . 132 1 5 < — ? 

l-r-v'2 IO 

ies series seront tres convergentes. Si x est compris entre - et r, 
on sera dans le cas V; on posera done 

* 0 = 1 — 

et I on appliquera les formules du Tableau (CXXII) dans ce cas V. 

On pent to 11 jours supposer qu’on soil dans un de ces deux cas, 
en rangeant s,, s 3 dans 11 n ordre convenable (n° 557); cel 
ordre revient ici a prendre soit > s 2 > s 3 , soit s 3 > s 2 > s, . 
Xous conviendrons de faire toujours la premiere de ces deux hy- 
potheses. Le lecteur trouvera, dans les Tableaux de formules 
(CXXfllj et (CXXFV) places a la fin de I’Ouvrage, la reproduc- 
tion des formules ainsi oblenues cjui sont d’un usage frequent; 
les quantiles reel les et positives y sont mises en evidence. 

loutefois, en adoplant les conventions du n° 545, on peat trai- 
ler aussi le cas ou v, etanl reel est positif et plus grand que 1 , 011 
bien est negatif. Si 1 on a 2 > 7. > 1 , on est dans le cas VI; mais, 
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comme on l a (ait observer, la convergence ties series esl la meme 
dans les cas V et *\ I ; rien n'empechera done d ‘adopter la trans- 
formation du cas \ : pour cette derniere transformation. 3., et o 
seront negatifs. Si Fon az>2. on est dans le cas 111: on adopters 
alors la transformation de ce cas 111. 3 0 et 0 seront reels et posi- 
lils. Supposons enfln que x soit negatif ; si i'on a — i <g x < o. on 
sera dans le cas II et Ton appliquera ia transformation du cas f: 
on posera x 0 = x ; 3 0 et 0 seront negatifs : si. enfin, on a x < — r, 
on appliquera la transformation du cas IV; 3 (1 eto seront positifs. 

o 65 . Si, et y 3 etant reels, deux des nombres s , . s 2 . soot 
imaginaires. on prendra pour s 2 la racine reelie et pour s,==.v — B I 
celle des deux racines pour iaquelle le coefficient de i est positil’: 
on aura alors = A — B f, s 2 = — 2A. et. par suite. 

_ i i 3 a . 

’ ’ in 

La partie reelie de x etant x et i — x seront des imaginaires 
conjuguees; de meme X et a', de meme encore to, et io 3 : on a. 
en effet, 

V -i — s : . — \ -mi — e 4 \ >a: 

done 

x »' z i e * \'i y , 1 * '* 

0)< = — — ? W;; — — 

V '>b v m 

On peut fixer (n° 520 ) pour — - 3 celle des deux determina- 
tions du radical que Ton veal: il en est don", de meme de \ 2D; 
on prendra sa determination arithmetique. Si Ton sereporte main- 
tenant aux remarques qui ont ete faites ail n° 523 sur la position 
des points X, x', on reconnait de suite que les droites que l’on 
designait alors par OA, OA'font avec Faxe des quantiles posi- 
tives, dans le cas acluel ou x est situe sur la droite D, des angles 
moindres que et Fon voit ainsi que F argument de x(x) est 

compris entre o et 7 si A est positif, entre 0 et — - si A est ne- 
gatif; dans le premier cas, I’argument de to, esl compris entre o 

et — - ? dans le second entre —7 el — dans les deux cas, la 

4 a * 
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parlie reelle de to, cst positive, le coefficient de i est negalif. Ce 
coefficient est, en valeur absoiue, plus petit que la parlie reelle 
Jans le premier cas, plus grand dans le second. 

Les nombres to, et w, elan t imaginaires conjilgu es ely 2 , y* reels, 
T<1 = £(«,; yj,y s ) et y„ = £(&>,; y a ,y») sont aussi imaginaires eon- 

j agues. 

566. Pour effectuer les calcals on ira qir'a appliquer les Ta- 
bleaux precedents. ]\Xais on peut aussi suivre line aulie mail lie 
particulieremenl avantageuse clans le cas actuel. 

Observons d’abord que, le point x etant surlaclroite D, les ci ncj 

D0 ; n ^ _ y : . , 1, L_ , i — y /v - ~ - seront sur la circonference du 

* * y. — i x i — x x 

cercie C 0 , sur celle du eercle C l5 ou sur la droite D elle-meme, 
comrae il resulte du Tableau du n° 569. Si nous designons par x, 
fun de ces points situes sur la circonference du cercie Cj, le point 
i — sera situe sur la circonference du cercie C 0 ; il en sera done 
de meme du point { i — x,, et, par suite, la quantite 

0 r y/i x, 

01 = tj —. — 

sera purement imaginaire; mais alors la quantite Q, clefinie connin' 
etant la somme de la serie convergente (CXXI /( ), 


n = x 



sera elle aussi purement imaginaire. L’avantage cju’il y a a calculer 
avec des quantiles purement imaginaires pour former les di verses 
constantes dont on a besoin et les fonclions S’ est evident; il 
sera cfailleurs aise, line fois ces constantes et ces fonctions auxi- 
liaires connues, de passer au mojencles transformations lineaircs, 
aussi facilement que dans le cas general ou le point transforme 
etait to uj ours dans la region (C 0 G 1 D 0 ), aux constantes et fonc- 
tions cju’il s'agit iinalement d’obtenir. Toulefois, comme le point 
x, n'est plus necessairement dans la region (CoC* D 0 ), on pourrail 
craindre que la convergence de la serie qui defmit Q au moyen 
de 3 ( ne fat plus tres rapide; nous montrerons cju’elle est encore 
bien suftisante pour les besoins des caiculs numeriques. 
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567. 11 est necessaire de distinguer le cas ou ie point x est au- 
dessous de Paxe des quantiles reelles. et eelui oil ii est au-dessu-. 
Dans le premier cas, A est negatif, z 2 et, par suite y 0 . est positif: 
dans le second cas, s 2 et " 3 sont negatifs. 

Supposons d ? abord que nous sevens dans le premier eas. La- 
points O, 1, L de la Jig. 3 represen tent resnectivemenl les point- 
o, i, ~du plan (<sL On a figure les deux cere les C . C. : qui s** 
coupent en E, EL la droit e D n'est autre chose que la droit** 
EEL Soil M le point */. ; soil M' le point symetrique de LI par rap- 
port a L, e’est-a-dire le point i — x; soient P et O les points ou ie- 
droites OM, OLE rencontrent le cercle CL. 0 et P les points ou 


Fis. 3. 



les droites IM, IM' rencontrent le cercle C 0 : la figure PO P Q est 
un rectangle dont le centre est en L; on reconnait de suite que 
les points P, Q\ P', O represented respectivemenl les points 


— • les points P et O' sont sur le cercle C, : 


[ — X, 7. 7. l f- 

pourrail prendre arbitrairement Pun de ces deux points pour k- 


pointx, ; en prenantx,: 


on a i 


a faire line transformation du 


i — 7. 
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:asIV; en prenanl x,= une transformation du cas III. Nous nous 

placerons clans ce dernier cas ; x, est alors en Q', t — x, en Q ; 1 ’ ar- 
gument de 1 — x t est Tangle dont il faut faire tourner 01 pour Ta- 

mener sur OQ; il est negatif, compris entre o el — ^ si M est a 11- 
dessous du point E, entre — ~ et — tt si M est compris entre E et L 
Vest le cas le plus desavantageux) ; nous le representerons par 

— 2 A. A etant un n ombre positif compris entre o et ^ ; designons 

pour un instant par a la valeur absolue de T argument de on 
I'angle IOM egal a Tangle OIM; puisque le triangle IOQ est iso- 
scele, son angle au sommet 2 A est egal a tz — 2a; on aura done 

tan = tancr ( a ) = , 

V 2 J — 3 A 

et cette formule, puisque A est compris entre o et V permeltra 

de calculer A sans ambiguite; on voit, sur les valeurs de s 2 et s 3 
( n° 066). que A peut etre defini comme T argument positif et 
moindre que ^ de s 2 — £3. 

Puisque T argument de 1 — x, est —2 A, celui de J/i — x, sera 

— ~ et Ton aura 

_ 

t. 1 — v r — Xj i — p - •[) 

pi — y • = — — l tancr ; 

, -2i 4 

j -f- e 2 


n~ 30 



«=0 


la valeur maximum de tang j correspond a la valeur limite 

'i = V on s en a PP r °che indefiniment quand le point M s’ap- 
p roc he indefiniment du point L, car alors le point Q s’approclie 
du point 1 ; il n est pas difficile de reconnaitre que la valeur 

limite de j est e 2 = o,aoj8. . il nous suffira de remarquer que, 

dans tons les cas, tang ^ est inferieure a tan g~ — y/ *1 — 1 =o ; 4 14. .. 
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et cjue la so in me de la 

o.9.\ com me on !e recon nail de suite en se Lmmanl au uromier 
terme. Par consequent, le n ombre reel el posit!; *4 sera hT.Tieur 
a et la rapide convergence des series est encore assume. 



068 . Connaissant 0 . on appliquera les di verses forma ies ela- 
blies aux n s ooi a 563, pour ui:c transforrnal mn I:nea::*e .u:T- 
conque, dans le cas ill, en a van l so in de prendre le sign e inierieur 
partout ou ii v a un double signe. Ces tommies on l etc repro- 
duites dans le Tableau (CXX\ quo i on trouvera a la ii n de 
rOuvrage. 

On vo it d’abord que £> t el II { seront reels: on a en eilet n 3 563 ' 

to, — £» I — <>,. Ti — n- — !l«. 

W 3 — £>j. r ;J -v: H3. 

et co 3 soul imaginaires con j agues, ainsi que y,. r ;; * n 066 . 

La realite de £i { napparaiL pas sur la lorimile ! CXXlb 


X(-/-I> __ 7: Zy U t 5 _ " TLLL 

V Hi — U;> V' Ei — Hi 2 V 7 * v /£ i — 


o ' T . 


e v 7 -l 2 B 


inais il est aise de transformer eetle form ale en parlunl cle ce que 
n i est reel et meme positif (n" 563). La racine carree de a, etant 

7Z i 

reelle, il en est de meme du quotient de o T : par e* { x; ce 
quotient ne change done pas quand on v change i en — i: mais 
alors, puisque 0 est purenient imaginaire, S 3 o-T ) se change en 
S /( (g|t), comine on le veil par les tommies i XXX\ 1| 2 cl aii- 

leurs \ v. se change en { 1 — x : on a done 

( O 1 T ) Si ( O j t) _ ^3 (o j T 1 — 5 v i O ■ T) _ 2 2r a { O ! 4 T t 

6 8 V V- e 8 V'" I — x 0 s v /y - ~ e s V 1 — x e s { x — e ■* { 1 — 7 
la derniere egalite resultant de la formule (XL { ) : finalement, on a 

( o 1 4 t ) 

Q.J 7 r:i - 

2 B ■ e s v x — e 6 {' 5 — V 


T. el M. - III. 
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Sous cette forme, on voit bien que est reel, et positif, pnisque 
le numerate or est reel et positif:, ainsi que le denominateur, qui 
est le produit du nombre reel et posi ti f y 2 B par le earre de la 
sonime de deux nombres imaginaires conjugues. On cboisira pour 
yii , la determination arilhmetique. 

De la form ill e 

t 7:1 71 


on deduit, en donnant an logarilhme sa determination principale 


lofiTQ -- 


,1-1 , 

Io S ” = !°gQ : 


puisque ? est un nombre reel et posi ti f, log - est aussi im nombre 
reel et positif-, cette formnle fournit done un moyen simple de 
calculer le nombre — — et par suite a :] . On avait deja demon- 

tre an n” 060 que ce nombre, qui n’est autre que — . ■ e tail 
reel et positif. 

0 eonvient aussi d’observer relativemenl a la quantite \/Q qui 
figure dans ies series S, qu’en adoptant pour la determination 
re e lie et positive, on doit supposer (XXVIII 3 ) 


Les a litres fornniles du Tableau (CXXV) s’enlendent d’elles- 


569. Lorsque A est positif on pourrait calculer [3,, 0 par la 
meme methode; <1 serait alors negatif, ainsi que ? ?; dans le cal- 
cul precedent, les res ul tats finaux devraient done elre modifies. 
Nous allons indiquer une marcbe un peu differente qui permet 
d'obtenir des nombres analogues, mais positifs. 

Observons d’abord que la fig. 3 eonvient encore au cas actuel. 
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mais en fiinterprelant aulrement. On retarders k* noini M' eornnic 
figurant-/ et le point M comrne figurant i — ks no in Is P. O . 

Ik O representent alors -> — - — - — t, — L-- ^ypa p u 

x y. i — /. 7 . 7 . — : 1 ‘ " ' *» 

sont sur le cercle Ci . c'est l*un d eux qu'ii fan: o rend re pour x ; : 
nous chois irons encore le point O', et nous des macrons main- 
tenant par — us rargumeiH de i — ^ elan! an nomLre po- 

sitif compris entre o et - ; on aura alors langs = k au lieu <]*• 

fang'y = ; en sorte que si i on convenait de regarder *i cor nme 

un angle positif. plus petit que t:. defmi ton jours par cette derniere 
egalile, ro sera it egal a t . — i. 

Le calcul de 3 ,. 0 : ^ O, £> !? £> ;J se fait exactement eomnie dans le 
eas precedent, si ce nest que 'l doit par tout dire remplaee par 7. 
On a fait la transformation du eas 1\ . */,— — . Coniine le point / 
est au-dessiis de 1'axc des quantiles reelles, on a 

(.0 i — £ >;>. Y 1 = II 3 , 

w 3 — — o t — o 3 . 7 3 — — if, — II v : 

i> 4 el sont alors purement imaginaires: : C est negalif ui ' 565 ;. 

Une transformation l.oute semblabie a celle du eas precedent 
permet d'aiileurs de meltre £>i i sous la forme suivante, qui met en 
evidence le caraetere reel et positif de ee nombre, 

9~?jho ; 4 T i 

£> ii = — zj- — — — • 

y/ > b ^ e 8 v i — 7 . — e \ /. j 

On choisira pour i la determination arithmetique. 

Les a litres formules du Tableau (CXXA I j place a la fin de lOu- 
vrage skntendent d’elles-memes. 
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CHAP1TRE VIII. 

INVERSION DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 
DU SECOND ORDRE. 


I. — Representation de la fonction inverse de sn u 
par une integrale defrnie* 

570. JL/equation z = sn u definit u comme une fonction irnpli- 
cite de z] cette fonction peut etre representee explicitement par 
une integrate definie. 

Rappelons d'abord que a chaque valeur de z il correspond une 
infinite de valeurs de u comprises dans deux classes ; les valeurs 
de a comprises dans une meme classe sont congrues mo dulls 4 K, 
la somme de deux valeurs de u comprises dans des classes 
differentes est congrue a aK. Chaque racine de liquation (en //), 
z = sn u, est simple, sauf dans le cas oil elle annule la derivee de 
sn//, ce qui ne peut avoir lieu que si le point z coincide avec 

i'un des points m i, ±: ~ : que nous supposerons marques dans 

le plan de la variable ^ et que nous designerons sous le nom de 
points critiques. 

Soil (A) une aire limitee par un contour simple et ne conte- 
nant aucun point critique; soit z 0 un point situe a I’interieur 
de (A); soit enfin u 0 une solution quelconque de 1’ equation 
z 0 = sn u 0 . II resulte de la theorie des fonclions irnplicites 
(n u 35/ ) et de ce qu'on vient de dire, qu’il existe une el une 
seule fonction 6(z) satisfaisant aux conditions suivantes : la 
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onction *liz ) est holomorphe dans A dans :* A elle rend sn u 
dentique a z quand on v re m place u par *1 r' : eniin. die so re- 
.nil a u Q pour z — z si . II est clair que toutes les fonctions que foi. 
•btient en ajoutant un n ombre entier de peri odes K. x/Kf 
onctions i(z», 2K — *1 { z > jouissent des deux premieres pro- 
>rietes et qmelles soul les seules fonctions analvtiques oui. 
aises a la place de u dans la fonction sn^x la rendent idea- 
ique a o. 

Si done on considere une courbe : 'L ■ du plan des pari an? 
.e z 0 et ne passant par aueun des points critiques, on x oil. en 
ractionnant convenablement cette courbe. qifil ex isle une ibnc- 
ion analytique et une seule. u — L(z), reguliere en tousles point- 
.e (Z), verifiant en loos ces points [’equation ; = snw. prenan! 
nfin la valenr it 0 au point de depart ^ 0 : toutes les fonctions ana- 
y'tiques qui verifient i’equation z ~ in it aux diiTerenls points 
e (Z) s’obtiendront en ajoutant un no mb re entier de periodes a 
une des fonctions i(w), 2K — ddb 
En tout point de la courbe ( Zb on a. en regardant u comoie 
gal a l>(z), 

du 1 1 



i i’on choisit pour cliacun des radicaux qi — \ 1 — /V i 2 --. 

elle des determinations qui est egale a cn u. dnz/. II importe de 
lonlrer que celte egalite snbsiste quand on se place, pour definir 
3 S radicaux, a un point de vue un peu different. 

Considerons un point quelconque z { de la courbe (Z) et la valem* 
orrespondante = attribuons aux radicaux y/ 1 — z~ , 

1 — k-z 2 les valeurs cn u u dnz/ { et supposons que le long de la 
ourbe (Z), en partant du point z { , soil en avant, soil en arriere. 
n definisse par continuation les radicaux y 1 — -z 2 , fi — k~z~: 
ela pourra se faire sans ambiguite, puisque la courbe (Z) ne 

>asse par aueun des points critiques zz 1, z | ; tout le long de 

Z), si Ton regarde u comrne egal a les quantiles cn u et 

nu , dont les carres restent toujours egaux a 1 — 1 — k 2 z~, 

esteront respectivement egales a y / 1 — z 2 , y / 1 — h : 2 z 2 , ainsi qu’il 
esultede la continuite. En adoplant ces definitions pour y 1 — 
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^ t — fc-z 2 . on aura done encore, tout le long de (Z), 

du i 

dz ~~ S'/T—z 1 s/T^'/dz^ 

On en deduit, en se reportant a la definition de i’mtegrale definie 
prise le long d’une eourbe, Fegalite 



i’integrale est prise le long de la eourbe (Z) a partir do. point s ti 
jusqu’a un point quelconque ^ de cette eourbe, et e’est ordinai- 
rement pour le point de depart z 0 que Pon fixe le sens des radi- 
caux. Telle est Pexpression a laquelle nous voulions parvenir, 
qui represente, au moyen d’une integrale definie, une solution de 
[’equation 5 = s nu. 

Quoique cette conclusion subsiste evidemment, en vertu de la 
continuite, lorsque la eourbe (Z) vientaboutir a un point critique, 
nous continuerons de supposer pour le moment qu’aucun point 
de cette nature ne se trouve sur la eourbe (Z). 


STL Si, en con servant les points de depart et d’arrivee z 0l -2 on 
remplace le cbemin d’integration (Z) par un autre chemin d’in- 
tegration (Zi ), ne passant par aucun point critique, on obtient 
encore evidemment une solution de l’equation z = sn u. On pent 
d’ailleurs obtenir n’importe quelle solution en choisissant conve- 
nablement le cbemin (Z 4 ) : en effet, soit u i une de ces solutions; 
dans le plan de la variable u , joignons le point u 0 au point a K par 
un cbemin quelconque (Ui), qui toutefois ne passe ni par un zero 
de sn'w, ni par un pole de s n«, et prenons pour cbemin (Z 1 ) le 
cbemin que parcourt le point z — $nu lorsque le point u parcourt 
le cbemin (Ui); ce cbemin (Z, ) sera fini et ne pas sera par aucun 
des points critiques ; d’apres ce qui precede, l’expression 




ou [’integrate est maintenant prise le long de (Z) et ou les radi- 
caux sont continues le long de ce chemin, en partant des memes 
valeurs initiates que dans le cas precedent, est egale a u K . 
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Dans ie cas oil les deux c lie mins ■ Z , Z< • soul coin or is a l’.'n- 
;rieur d une a ire telle que A ■ , il taut. puisque ia function d z 
st liolomorphe dans eette aire. que les valours de? deu\ i mo- 
rales soient les memes. 

d72. La fonction inverse de sn u etarit ainsl miss sous U fornm 
une integrale definie. on verra, dans le paragraphs suisaat, cosn- 
lentle calcul de cette integrate detinie pent s'ell ectuer. quand ie 
hernia d integration est don ne, au inoven de series eorneraentes. 
‘our le moment, nous voulons dire quelques mots de Pelade 
irecte de cette integrale, etude qui. dans ie cas oil tout esl reel, 
ete historiquement Porigine de la theorie des functions el I * ] *ti- 
ues et qui, dans le cas general, pent se fa ire aisemenl au rnoven 
es theories de Cauchy. Par exempts, la propriele qui \ienl d'etre 
ignalee, relative an cas oil les deux chemins Z . Z, sent com* 
ris dans une aire (A), resuite immediaiement de la propriety* 
Dndamentale des integrates prises entre des limites irmtginaires. 

Nous aliens indiquer comment on pent, ea general, etudier 
influence du changement du chemin d' integral ion . en nous 
lornant, ee qui suffit evidemment, au cas ou z {i est mil. 

Pour cela, nous nous placerons d'abord dans le cas general, ou 
■ est imaginaire. 

Lmaginons quatre lacets partant du point o et en ton rant les 
mints critiques. Chacun de ces lacets est forme d un segment 
ie droite oa, partant de o, se dirigeant vers le point critique, el 
e lerminant en a, avant d’arriver a ce point, a une distance 
nfiniment petite; puis cPun petit cercle, passant par a. decrit du 
mint critique comme centre. Decrire le lacet, e'est partir du 
mint o, suivre le segment de droite oa, tourner autour du point 
ritique en suivant la circonference du cercle, puis revenir au 
mint o par le segment de droite. II resulte du theorems de 
lauchy que tout chemin partant de o et aboutissant an point c- 
lonne pour Pin legible la meme valeur qiFun chemin compose 
Pun certain nombre de facets, aise a determiner dans chaque 
xemple, et dhm chemin arbitrairement cboisi partant de o el 
boulissant k.z; on prencl pour ce dernier chemin le segment 
ie droite, qui va deoa:, iorsque ce segment ne eontient aucun 
mint critique. 
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I! est bien enlendu que iorsque Je chemin d’inlegration (qui 
ne doit passer par aucun point crilique) est fixe, on suppose, 
pour specifier le sens de Pintegrale, que les radicaux out une 
valeur determinee ( f) pour z o, et que le long du chemin 
leur determination resulte de la continuation. 

Nous allons d'abord calculer les valeurs de 1 integrale prise 
le long des lacets, en supposant que les radicaux. aient la valeur 
— i a Forigine. 

Considerons le lacet relatif an point critique i. En suivanl 
le segment ox, on obtient d’abord une integrale qui est infini- 
inent voisine de 

r 

*■ o 

cetle derniere integrale est precisemcnt cede dont I’etude a ele 
Fobjet essentiel du Chapitre precedent ; en employant les nota- 
tions de ce Chapitre, on la designera par X(/r 2 ). 11 convienl 
actuellement de regarder le n ombre k 2 = x coniine une donnce; 

si, cles lors, on prend pour t la valeur t™ on a, comine on 

fa vu , X=^bi, x'=Kd; c’est ce que nous supposerons de- 
sormais. 

On doit ensuite decrire, dans un sens 011 dans f autre, le [ictit 
cercle, dont nous designerons le rayon infiniment petit par p; 
on reconnait ininiediatement, an moyen de la substitution 
z=i-hpe l r } que Pintegrale est infiniment petite; lorsqu’on a 
fait le tour du cercle, l’argument du facteur 1 — s a varie de air, 
ceux de 1 z et de 1 — k-z- n’ont pas change, le radical a done 
change de signe; lors done qu’on parcourra une seconde fois, en 
sens inverse, le segment de droite, la partie correspondante de 
Pintegrale sera, a un infiniment petit pres, egale a K, com me la 
premiere fois. 

En resume, et puisque Pintegrale, prise le long de tout le lacet 
relatif an point critique 1 , ne depend pas du rayon p du cercle, 
elie est pour tout ce lacet egale a 2K. 

Passons an lacet relatif au point ~ • Un raisonnement tout pared 
mo ntre que, pour ce lacet, la valeur de Pintegrale est egale au double 


clz 




-r 


do 


V / 1 — k- sin 2 cp 



Faisons, dans cette derniere integrate, la substitution ^ qui 
n'ultere pas le caractere rectiligne de !* integral ion : on aura 



dz_ 

V / 1 — 


i 

7c 


dz 



les radicanx qui figurent dans ia seconcle integrate out lou jours 
la valeur -fi pour z r — o : cette seconde integrate est done, en 
adoptant encore les notations du Chapitre precedent, egale a 

X (-p 2 ) • D’apres les fornniles (CXX-L cette derniere quantile est 

egale a sjk* [X(/: 2 ) zz iH!( A ' 2 )], ou la partie reelle de \ k- e>! 
supposee positive, et on Ton doit prendre le signe superieur ou 
le signe inferieur suivant que le coefficient de / dans k- est po- 
sitif ou negatif ; la determination specifiee de \ k- est egale a k. 
pour la valeur clioisie de t (CX 1 X,). La valeur de [integrate pour 

le lacet relatif au point j est done aKx 2/ Ke 

La valeur de l’integrale pour les lacets relatifs aux. points — 1 . 
— j est respectivement egale a — 2 K, — 2 fv zz 21 K/. 


573 . 11 nous reste a examiner le cas oil k est reel. Xous nous 
bornerons a quelqnes indications relatives a la supposition 
o < /r < 1 ; il est alors necessaire de modifier le lacet relatif an 

point -j ) pour eviter le point critique 1. On composara le lacet 

d’un segment de droite aliant du point o a un point x infiniment 
vo i sin du point 1, d’un denii-cercle ax situe dans la partie supe- 
rieure du plan et decrit du point 1 comme centre, d un segment 

de droite a! [J allant jusqu'a un point £ infiniment voisia de^? 
d’un petit cercle passant par r j et decrit du point j comme centre, 
enfin du chemin deja decrit Jia'ao. 
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La seuie difficult^ consiste a evaluer l’integrale recliligne prise 
entre ies ii mites yJ et 3. On observera tout d’abord que, cn par- 
courant le demi-cercle ay.', 1’argumenL du facteur i — z diminue 
de Landis que ceux des facteurs i ~ i — k 2 z- ne changent 
pas; ii re suite de la que la valeur du radical ie long du chemin 
a' 3 est egale a — i\ z 2 — i p i — /r-^ 2 , oil I’on entend par — i, 
\ i — A' 2 ^ 2 Ies determinations positives de ces racines. L’integrale 
recliligne que I’on vent evaluer entre les limites cd et [3 est done 
infiniment voisine du produit de i par l’integrale 

X v — I vi-k *** 9 

or cette derniere integrate, dont la valeur est reelle et positive, se 
transforme par la substitution reelle 

2 _ 1 

a^ 

dans l integrale reelle et positive 

V dv 

♦ o \ A — r- V' I — A' 2 r- 

qui est egale a x(A*'-), c’est-a-dire a K/. On trouve ainsi cju <2 
1 integrate envisagee, prise le long du lacet relalif an point cri- 
tique -y est egale a 2 K 2 i K' ; on trouverait de meme que cette 

integrale, prise le long du lacet relatif au point critique — ~ , est 
egale a — 2 K — 2 i K'. 

Ces resuitats pourraient d’ailleurs aussi se deduire de ceux du 
cas general oil ~ est imaginaire par an passage a la limite qui, 
toutefois, demande quelque attention. 

En resume, les conclusions etablies pour le cas general sub- 
sistent dans tons les cas. 

o/4. II importe de ne pas oublier que, d’ a pres cc qui precede, 
lorsqu’on a parcouru un lacet et quon est ainsi revena au point o, 
un des radicaux et un seul a change de signe. II resulte de la, en 
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particulier, cjue si Ton pareourt une seconde id is le tiivixe I ace I 
en gar ci ant la nouvelle determination des radioaux. ori obtienl 
pour ce second pare ours une vaietir de Finffgnbe bgule el tie 
signe contraire a eelie qiFavait fournie le premier parcours. de 
sorte que si le chemin d‘ integration comprend deux fois de sin!*: 
le meme lacet, cette partie du chemin pent el re .sapprinide. 1 ) -* 
meme, si Ton pareourt successivement deux lacets diifdrems. m: 
partant par example de la valeur — - i attribute aux deux raii- 
caux, la valeur totale de Fintegrale prise le long du chemin form.'' 
par ces deux lacets est egale a la difference entre la valeur em- 
culee plus haut pour le premier lacet et cede cal eu lee plus haul 
pour le second lacet. 

Nous sommes a meme, d’apres ce qui precede, d’e valuer la 
valeur de Fintegrale prise le long dhm chemin compose u imple- 
ment de lacets. Si le chemin est compose d\ni nombre pan* 
de lacets, on revient an point o avec la meme valeur pour le 
produit des deux radicaux, et Ton recoanait sans peine que la \a- 
leur de Fintegrale est de la forme j^K. — a/F/Kb ou n et n 
sont des entiers qui dependent de Fordre dans lequel on pareourt 
les lacets. Si le chemin est compose d'un nombre impair de lacets 
on revient an contraire ail point o avec bun des deux radicaux 
change de signe, et la valeur de Fintegrale est de la iorme 
2K -f- 4 ^ K -h in' i¥J . Dans les deux cas, on pent d ailleurs tou- 
jours determiner Fordre de ces lacets de faeon que /? el n pren- 
nent des valeurs entieres quelconques presences a Favance. 

Si Fon considere maintenant la difference des valeurs cle deux 
integrales de la forme 



011 les limites sont les memes, mais ou les chemins d integration 
different, on voit de suite que cette difference pent etre remplacee 
par une seule integrale oil le chemin d : integration part de o pour 
aboutir a o, e’est-a-dire par une de ces integrales que nous venous 
de calculer. 

L’evaluation de Fintegrale, pour un chemin ^integration quel- 
conque, est ainsi ramenee a celle de cette integrale pour un chemin 
arbitral remen t choisi, au calcul de K, K f et au calcul des n ombres 
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en tiers n. n\ que nous avons appris 

particulier. 


^es proprietes 


de 


l’integrale 


X 


a determiner dans chaque cas 


dz_ 

i— z- / 1 -- 


que nous 


venous de retrouver par la methode de Cauchy, jointe a ce fait 
que l’equation differentielle 





permet de definir ^ coniine une fonction holomorphe de a ('), 
fournissent les elements essentiels d’une theorie de la fonction 
s nil. ELle serai t 1’analogue d’une theorie de la fonction sin u, qui 


dz 


et qi 


serait fondee sur les proprietes de l’integrale / - 

J V 

ainsi, procederait dans l’ordre inverse de celui qu’on suit liabi- 
iuellement dans la theorie des fonctions circulates. 


oTo. Ces resultats se generalisent immediatement. 

On a prouve que toute fonction doublement periodique du se- 
cond ordr e f(u) verifie une equation diffei'enlielle de la forme 


'dzy 

<du) 


■ R(t), ou R(s) designe un polynome du troisieme ou du 


quatrieme degre en s. II resulte de la tout d’abord que la fonction 


♦i('3)= / , fournira la fonction inverse de f(u), fonction 

* ' dz, y'Ki-J 

inverse dont les proprietes peuvent etre deduites soit des pro- 
prietes supposees coniines de la fonction f(a), soit de l’etudc 
directe de 1’integrale. Si R(s) est de la forme /\z li — g 2 z — 
on obtiendra ainsi, soit par une voie, soit par 1’ autre, les pro- 
prietes de la fonction inverse de pu. 


L etude directe de 1’integrale f est d’ailleurs toute pa- 

reille a celie de l’integrale J * — . , t> - j l es points critiques 

sont alors les racines de l’equation R(^) = o. Ou est amcne a 


(*) Cette belle proposition, que nous nous contentons d’enoncer, est due a 
llriot el Bouquet. Leur demonstration a ete compietee sur un point important 
par M. E. Picard ( Bulletin des Sciences mathematiques, p. 194; 1887). 
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Ltroduire trois on quatre lacets partant de z* el eniourant ie> 
3 ints critiques, suivant que R{z) e&l du iroisierne ou du qua- 
ieme degre. Bornons-nous a ce dernier cas: la seule difference 
aportante avec ie cas particulier que nous avons e indie eon- 
ste dans la necessity d'etablir la relation y . — d — " — 2 = o 
itre les valeurs des integrates relatives aux quatre lacets. Cette 
dation, evidente dans notre cas particulier, s'obiient en partant 

3 ce que Fintegrale f prise le Ions: dam cerde de ravon 

J v'RO.t 

.fini, est nulle; elie permet de montrer que les valeurs diverses 

le pent acquerir Fintegrale j ~ ~ - soot comprises dans deux 

asses; les valeurs d'une ineine classe sent congrues. moduli x 
[cl — [B), 2 (a. — 7 ) ; la somme de deux valeurs appartenant a deux 
asses diiFerentes est congrue a 2a. Cette proposition, jointe a la 

'opriete de Fequationdiflerentielle de deiinir r 

>mme une fonction univoque de a. permet de montrer que cette 
notion est une fonction doublement periodique, quel que soil 
polynome R(^) ? suppose toutefois sans racines egales. 

Cette derniere propriete seraetabiie, dans le prochain \ olume. 
une facon toute differente, en restant dans Fordre d'idees qus 
3 us est habituel. 

II. — Evaluation de u connaissant snu ou pu { 1 ■■ 

576 . Nous allons maintenant resoudre simuitanenient les deux 
ues lions suivantes : 

i° EOfectuer an 111 oven cFune sene convergente le caleul de 

Lnle°rale f — — 7 prise le long dam chemin deter- 

ine (Z) ne passant par aucun des points critiques. 

2 0 Etant donnees deux valeurs concordant.es z et z de sn u er 
3 sa derivee s iru, e’est-a-dire deux valeurs z, z bees par la 


(>) Vorez Schwarz, Formates , etc., p. 07 - 
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'elation z ' 2 z=. \ — s 2 )(i — A 2 ^ 2 ), trouver une valenr de u qui 
rerifie les deux equations ^ — sn u, z — sn 1 u. 

Nous supposerons Lout d’abord que l’on a | k | •< i el nous 
irevenons, une fois pour Louies, que le radical \! 1 — k 1 z 1 sera 
egarde coniine avail t la valeur i pour z —■ o, et ses dctermina- 
ioos successives le long du chemin d’ integration eonune en 
esultant par continuation. Quant au radical \/ 1 — nous nc 
peciCerons pas d’abord sa determination, mais it esl bien en- 
endu que cette determination devra aussi, le long du cliemin 
^integration, resulter par continuation de la valeur initiate. 

Avec le rayon |~J, du point o com me centre, decrivons im 

ercle F ; a Finterieur de ce cercle, y/i — k 2 z 2 est one fonction 
lolomorphe (dont la partie reelle est to uj ours positive), et Ton a 


' i - fc-z- 


2 


I .3. . .(2/1 — I ) 


2 . 4 - • . 2/1 


L J^n z %n # 


Supposons que le cliemin d’integration (Z) qui ne passe par 
ucun point critique reste tout entier a 1 ’interieur de F, ce qui 
mplique la condition l*=!<* pour la limite superieure de Finte- 
rale. Divisons les deux membres de Fegalite precedente par 
i — z 2 et integrons le long de (Z) entre les limites o el s, ce qui 
st evidemment permis; nous aurons 


f dz = dz kl ^ z*dz 

J 0 V /7Z7^ v i k~ z~ J 0 ^ * X /r^‘ ! *** 

i ' 3 - j.* n r _ 

2-4 ... 2/1 " / 


L'identite 

2 /l Z* n — {2/1—1 ) ^ 2 «- 2 - 


anduit aisement a la suivante (<) : 

2 . 4 . . . 2 tl 


I .3. . .(‘2/1 — [ ) 


I -v/i- 5 *^ [&,(*)/,. 


(' En faisant tendre vers i, par valeurs positives, on trouve aisement 


0n( r ) ‘ 


1 . 3 ...( 2 /i — i) 
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u Fon a pose 



)n en conclut 


-:1 

' F 

lette relation, sous la supposition 'k -A i. permet de transformer 
t serie de maniere a. oblenir la relation 







u ci K , . . . designent les memes coefficients et a \x ■ la ineme 

motion qiFau n° 536. 

La serie qui figure clans le second membre pent etre regardee 
omme line serie a double entree dont le terme general serait 

Li— JL! ^-2/2-27-^ v prenant les valeurs 1 . 2 . . . . . x. Cette 

erie est absolument el uniformement convergente pour lotis les 
oints z situes a Finterieur et sur la circonference de F. Si. en 
ffet, on pose ' k | = o, n = v — p , son terme general est. en va- 
mr absolue, inferieur ou egal a 


2 . 4 . .<*f 27 — 21 _ . 


2 . . 


3 . 0 . . . 2 7 - 


Or ; la serie a termes positifs 

2 2.4 2.4. . .(27 —2?, 

3-, •- - ^-7— — q — ■ • 

st convergente, comrae il resulte immediatement de la regie de 
jauss relative au rapport d 7 un terme aii precedent; designons-en 
a. sorame par ; comme a p+\ es ^ p^ lls P e *A c l ue a p > ^ es ^ c ^ air 
[ue A. p+ \ sera plus petit que A p ; des lors, il est manifeste que la 
erie a termes positifs 

A.J p -r- A,p 3 A /z p 2 "- 1 - . - . 

is t convergente, puisque Fon a 0 < 1 . La soimne de cette serie est 
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superieure a la somme d’autanl de termes que l’on voudra, prLs 
Jans la serie a doable entree 


2 




M* 

3.5. 


. I 2 V — 2 ) 

i) 


q 2H— l 


;t la proposition enoncee est done deinontrec. 

On en conclut que la relation obtenue sub sis tc quand le c be* min 
Pintegration vient aboutir en un point z de la circonference du 
:ercle T. 


577. Supposons maintenant que, pour z = o, \/ \ — soil pris 
:£?al a i et considerons Pidentite 

O 


I 



d 

elz 


\ IO£ 

l *■ 


( -T- -S 2 ) 


a quantile -+- \J i — z' 1 ne s’annule pas; des lors, on peat snp- 
>oser que ies fonetions \J i — s 2 , log (i.G — f- y / 1 — z' 1 ) soul deter- 
ninees le long da chemin d’integration par leurs valeurs initiales 
4- i, o, puis par continuation, et Pon aura 



= * lo ”(iz ~s/i~ z*). 


578. 11 est aise de voir, en parlantdes proprietes de la fonction 
;in^, que le premier niembre de Pegalite precedente pent aussi 
; tre defini comme il suit : Considerons un plan dans lequel on ait 
jratique deux coupures allant, Pune de i a -f-co par Paxe des 
pantiles positives, Paulre de — i a — co par Paxe des quantiles 
legatives; arc sin^ pent etre regarde comme une fonction holo- 
norphe dans ce plan, fonction dont la partie reelle est comprise 
ntre — ~ et -f- ~ et qui verifie identiqnement Pecpiation 

sin (arc sin^) — z. 

,a ionclion ^ --== coincide avec arcsine lanl que le chemin 

o ^ 1 

'integration ma pas traverse de coupures; elle se change en 

— arcsine quand on traverse la coupure de droite et en 

- tc — arc sin z quand on traverse la coupure de gauche, de sorle 
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qu’en traversant les coupures dans im ordre con venal! e. on 
obtient telle determination que 1'on voudra de ia function invert; 
de s\nz. 

La premiere question posee au debut est rcsolue quand le che- 
min d’integration ne sort pas du cercle F. 

0/9. Nous aliens mainlenant efablir la proposition su Xante : 
Quelles que soient les determinations attributes au kcariihme el 
au radical y i — Fexpression 

(GXXVJIi) ll = J A ( k- ) lOg[lZ ~r~ V 1 — -3- — \ 2 — Z~ %■ <?,. /V-'.' vs , - 

satisfait a Fequation ^ = sn a, 

En effet, modifier la determination du Iogarilhme revient a autr- 
men ter a de la quantile 

4 a ■; A - 1 2 n i~ — 4 n K. 

f 

ou « designe im entier. De meme, changer y 'i — en — y i - s- 
revient a changer log ( iz — y* i — ; en 

( 2 n — i )7:i — log [ iz “ V 1 — z ' 2 } ; 

ce qui revient a changer u en ( 4 /* — •> , K — uii est tin 
no mb re entier. 

Liquation (CXXYfl,) definit line infinite de fonctions holc- 
morphes de z dans le cercle F. Si, par exemple. on introduit dans 
ce cercle deux coupures rectilignes allant. I une du point — i jus- 
qu’a la circonference deF par Faxe des quantiles positives, Faulre du 
point — i a la circonference de T par Faxe des quantiles negatives, 
ii est clair que. dans Faire T' ainsi deduite du cercle F. les fonc- 
lions y i — z~ : log ( iz -f- y i — z-) peuvent etre deiinies comme 
des fonctions holomorphes de z, en regardant les valeurs de 
y/j — z- et de log ( iz — y / 1 — z-) comme elant respeclivemeni 
egales a i eta o pour z = o; la partie reelle de yi — z- sera alors 
to uj ours positive et la partie reelle de jlogW^— -yi — z 1 ) sera 

comprise entre — - et -}- -• 

On pent d’ailleurs proceder tout aulrement et definir d'one in- 
i’. et M. — III. *7 
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Unite de fa cons des a ires li mi tees par mi contour simple, si luces a 
Finlerieur de F, dans lesqueiles la fonction definie par le second 
niemhre de Fequation (CXXVII*) soil holomorphe. 

Si Fon considere line telle lonction *1 (:?), on aura, pou r 
chaque point de la region oil elle est definie 

sn[W(js)] = z 

et, par consequent, 

d'Y(z) _ i ^ i_ 

~dz ~ svYW IT) ~ ^ /7ZTP 1 

ii s u Hit de prendre la derivee de Fexpression de W (z) on, philol. 
de se reporter a la facon meme dont cette expression a etc obtenue, 
pour reconnaitre que Ton a 

dW(z) 

( ^ z \j i — z- \J i — k- z- 


en altribuant an radical \/i — c; 2 la meme determination que 
dans FFfz). 

Si Fon considere mainlenant une courbe quelconque qui, tou- 
tefois, ne passe pas par les points critiques et ne sorte pas de F, 
les deux membres de F equation precedente pourront etre regardes 
coinme des fonctions continues de 5 , regulieres en to us les points 
de la courbe, de sorte que, en designant par g 0 et z les ex trend l es 
de cette courbe, on aura 1’egalite 


W (z) 




on a ainsi, sous une forme plus generale, la solution de la pre- 
miere question, taut que le chemin d’integration ne sort pas de F. 

On voit aussi que, si I on se donne les valeurs concordant.es 
"o z de s mi, sn f u et si Fon prend dans W (z) pour Ja determina- 
tion de \ 1 — z 2 , 


Vi — z- 




on aura sn u — z, sn / u-—z\ en regardant a coinme egal a (z). 
La seconde question est done aussi resolue quand le point z n’est 
pas en dehors de F. 
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08O. B.es tons toil jours dans 3 e cas ou Pen a 'A* ; i. 

-Nous a vo ns suppose que Je ciiemin db ulceration ne sort ail a as 
du cercle (F); nous alio ns supposer main tenant q:i' :1 ne sort pas 
de la region (y) exierieure au cercle de ravon an dAcrlt de o 
comnie centre ; les deux regions (Y) el i . on l tine region com- 
mune, en forme de couronne, dans laqueiie convietmenl . el ie 
developpement que nous venous cFeludier et cel u i que nous 
allons etablir. 

Partons des relations f LXXIF, > 

.... r .. . r . 5 n ' •?* 

sn \ u -r- i Iv i — -= sn ! it — / k • — ; — • 

As n <7 ' /vsa- u 

Soient z-j z ! des valeurs concordanles donnees de >nu. sn //, el 
dont la premiere est, en vaieur absolue. superieure ou egaie u i . 

Puisque la vaieur absolue de k ~ — z est. an plus, egale a i . on 

pourra, en appliquant la regie precedenle. trouver tine vaieur de 
u -t- i¥J qui salisfasse aux equations 

sn ( a — i K . = ” * sn f t u — i Iv = — ~ > 

el en deduire ia vaieur de a qui satisfait aux Aquations 


a savoir 


<CXXVII 2 ) 


sn u — z. sn’ it = z\ 



La vaieur de y est determinee par legality 



dans laquelle on suppose positive la partie reellc de p i 
La seconde question est resol tie. 
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oSl. Pour ce qui est de la premiere, regardons ; coniine un 
point variable de la region (y) ; Ja derivee du second membre de 
Pequation (CXXVIL) est 


i i 



on I on suppose que | i — ~ est la fonclion de holomorphe 

dans (y), dont la partie reelle est positive. Quant a |/ i — y:r^r 
sa determination est la menie que dans Pequation (CXXVIL). Si 
done onconsidere une courbe ne penetrant pas en dehors de (y) ; si 
1 on clesigne par *£ 4 (z) une des determinations du second membre 
de 1 equation (CXXVIL) qui soit continue le long de cette courbe 
et qui soit reguliere en Lous ses points, on aura 



en supposant que Pintegration ait lieu le long de la courbe consi- 
der^ : or, le second membre n’est autre chose que ( 1 ) 



si I on suppose que Pon ait le long de la courbe 


— k z 2 | . l _ -L | / i_ = /, — z-\/i — /c*zK 

On sail done eflfecUier les integrales de la forme 

r - ^ 

J Zo s' I — \J i — k- z~ 

le long d une courbe determinee entre et pourvu que cette 
couibe ne sorte pas, soit de la region P, soil de la region v* si la 
courbe a des points dans les deux, regions, on la separera en 
parties dont chacune soit situee tout entiere dans Pune des re- 
gions, et Pon fera la sonirae de ces integrales partielles. 

] l est ^ Peine utile de faire observer qu’iQrfya pas lieu de tenir comptc 
cl de la restriction imposee a la definition de Q — k-z i au debut du paragraphs 
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582. Les series que nous avons obtenues ne convergent qoe si 
1 on a | k ■ *< i, el el les ne convergent rapidemenl que si !a quantile 
! k | est Ires petile: nous aliens en cleduire.au moven d’une double 
transformation de Landen, d'autres series run. d'une part, sont 
Ires bien appropriees an caleul numerique et qui, d'autre oaxi. 
conduisent facilement a la determination d'une solution des equa- 
tions pu = P, c p' il ~ Pu ou P et P' sont d e s n o m ! j r e s d o n n e s c o n - 
cordantSj e’est-a-dire lies par la relation P - = '■ p :> — P — 
Nous comrnencerons , en supposant k • ' s. kz X, oar 
transformer les resullats du n° 580, en y changeant u en K — «. 

• i z cn u d cn u . 

ce qui change sn u. sn u. en — , , - Ln tenant comnte tie 

1 ° dn a du dan 1 

ce que 1 (k 2 ) est egal a ^ et de ce que Ton a, en negligeant les 

multiples de zzzi. 

log ( iz — \i i — z‘ 2 ) = — — log- ( - — i t r i — jz-j. 


la formule fond amen tale (CXXYIIj) devient 


iik 2 ) ,• . 

a .-= — 7 — log 1-3 -t- i i - 


• \! I - 




a n k- n Q n ' 


et la valeur de u que Pon vient d ? ecrire satisfait. quelles que 
soient les determinations du logaritbme et du radical \ 
aux deux equations 

cn u d cn u- — y -4 ~V 

dn u du dn u ^ 


ou la partie reelle de y i — k' 1 z- est positive. 

Dans les egaiites qui precedent, regardons pour un moment k 
conime tine fonction de et cn«, dn?/ comme des tonctions de u 

et de t; changeons partout t en puis u en - ( i ■ J ~\ A r j~: en 

observant que, en vertu des equations (XL, ?2 N ^LXXI 7 . S ) et de la 
relation (a) du n°531, on a 




dn 


-(i — Jk’Y 1 4 - 


dn v — \ k’ 
dn v — v'/d 


T. et M. - - III. 


17 . 



CALCL’L INTEGRAL. 


2fV2 

ou b est mis a la place de \jk^) = nous arrivons aux 

conclusions suivantes. 

Supposons Lonjours j b J <C i el posons, pour abreger, 

dn v — \f k‘ 


f(s) 


b chi v s! k' 


F(5i = 1 — =r-, -'r- V' 1 — /. lt-n b " ( J n (- > • 

ft, 

pourvu que Ton ait | b-z\ <i, on satisfera aux equations 
/(«>) = ■*, 


b - r p = 


i — A:' 


011/ (0) designe la derivee de/(o) par rapport a v et oil la partic 
reelle de \ 1 — b'z ’ 1 est positive, en prenant 0 F (3). 11 est bien 
entendu que, dans l’expression de F (/), v/ 1 — a la meme signi- 
fication que dans la seconde des equations a verifier. 


583 . Pourvu que Ton ait to u jours [ b 2 z | <1, il est clair que la 
meme conclusion subsisterait si, dans les egalites precedents, 
e etai t remplace par 0 — a fix/ ; d’ailleurs le changcmenl de 0 en 
r — 2 i ¥J change dno en — dn r et 6/(0) en ; done, pourvu 

que ['on ait j b 2 z\^ 1, on satisfera aux equations 

• = bz, ~p ± r ■ ] = /r=35 v't-tjj*, 

en prenant 0 — 2&K / ==F(;;); il est bien entendu que, dans I ’ex- 
pression de F (z), pi — z- a le meme sens que dans la seconde 
equation a verifier que nous venons d’ecrire. Or, si i’on se donne 
dn 0, 1’une des quantiles bf(v), est inferieurc ou egale a 1, 

en valenr absolue ; si done on se donne pour dn 0 et di/o deux 
\ aleurs concordantes, on pourra toujours calculer v au mo ye n 
don developpement F(z) dans lequel on a \bz\d 1 , done 
; b 2 z < 1 . Dans la pratique, ou e’est x qui est donne, si 1’on 
prend t = — > b devient Ja quantile que nous avons designee 
dans le Chapitre precedent par {J, quantile dont la valeur absolue 
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esl toujours plus petite que i et pent me me etre rendue plus pe- 
tite que f-; la serie FiV) est alors rapidement conver^ente. 

S8i. Le theoreme final du n° o82 pent etre enonce sous urn* 
forme legerement differente qui va nous etre commode. 

Si Ton se donne 1112 nombre r 0 tel que Ton ait h-f i ,. 1 . 

et que Ton remplace dans F(7i, par f et ^ ou 

V 1 — y- [l'o) par Oil x l - - O' 7 ' i. >0 

(i — /e)v i — b’*J~{Vv . » 

partie reelle positive, F ( ^) prendra une valeur c qui. d'apres 
1 ? enonce de ce theoreme, satisfera aux equations 

A v ) = /t “ r/ c ~ = v i -*7 2 » m • 

dans la seconde desquellesil est bien entendu que \ i — f- c u ; a le 
meme sens que dans F(r-); mais le second me mb re de cette memo 
equation, en vertu de la determination attribute a \ i — /- •' r tJ n’est 
autre chose que — • : done on satisfera aux equations 


f(v) =/(r ub /^’.i =/’ 


en prenant r =- F (z'u ou ^ doit etre remplace par /my. el\ i - 
— Kbf'ivo i 


par 


(i — k’js/i — 0 ) 


S8o. Nous transformerons ce dernier enonce en passant des 
fonctions so, cn, dn a la fonction p par les fonmiles sLX\ IF. On 

trouve tout d’abord, en posant r = u\ e K — *e 3 . 

^ 2 k- \ k ' s n r cn c /«: 2 v e 3 — <? ; > f i — b- f - 1 y ] Pp 7 # 

* (>) = “ 6(dnr-7^^ ~~ ~ 

Si maintenant on pose r 0 = w-oV' e * — 6:im on arrive au r ^ su ^ ta * 
suivant : 

Si Ton se donne le nombre on satisfait aux equations 
pit = pK„* p' U = V u i" 

en posant u = F {z ) , ou w et ^ i — F sont determines* 

\ei — e 3 



par les tommies 


I S-23 Wp — / k ' 5 

b {-S3 Wo -+■ 


(i - £') y/g t - g a [ i — 6 2 <s 8 ] “ Fd'l'L- 

2 V 7~ ' (P Wo “ <?2 ) (,P Wo -- C?3 j 3 


a condition cjue 1’on ait | b 2 z | :d i . 


586. Supposons imaintenant que l’on se donne non pas ?z 0 , mais 
bien lesvaleurs numeriques concordances P et P' de ( pw 0 el p'lt.Q. Le 
nombre ?/ 0 n ? est determine par les valeurs P et P' qu’a un multiple 
pres de 2co, et de 2co 3 ; nous pouvons le snpposer tel que yZ/d £:n> («o) 
ait sa partie reeile positive, puisque, si cette condition rdest pas 
verifiee pour zz 0 , elle le sera certainement pour zz 0 - 1 - awjt 
[puisque ?3 2 (z/ 0 J r2w 3 ) = — £32(^0)]* P° ur cette valeur de z/ 0 , 

c 3 o tuf sera donne par la determination de — qui, multipliee 

’ ‘ ' y/P — e 2 

par y If a sa partie reeile positive. Dans ces conditions, on aura 

bz ! ^ 1 ('et a fortiori [ b 2 z j < 1), puisque le point fk f 

est plus voisin du point 1 que du point — i. Nous pouvons done 
enoncer la proposition finale que voici : 

Si Von se donne deux nombresconcordantsV et P ; , onsatisfera 

c tux equations pu = P, p'u = P', en posant u = 1 — F 

. tfei—ez 

c est-a-dire 


* CX.XYIL) u ■. 


9,1 (b '*) log 7 -+- if I Z~) \j I — z- 

i i/ ei —e 3 (i~ s/Ff ‘ y/ 




hi z et \ 1 — 3 2 so/z* determines par Les formulas 




/ p — £0 


y'pirp __ ( T ~>n ye i — £3 [1 — ___ — P' 

2 v r — &FP ( P — £ 2 ) ( P — e 3 y 
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Rappelons encore une fois que les parties reelles de ^ i — O z- et 

7 .'77 yT* — . . 

ue ^ k — p^_ — son t positives. 


o87. Dans la pratique, c'est la valeur de k 2 = x que Ton donne 
et 1’on pent supposer que x appartienne an plan s'e : il est. alors 
naturel de prendre, en conservant les notations da Cliapitre pre- 
cedent, t — j on a vu que Ton a alors 

K = x, K' = x', y'lc = v'i 



On a toujours j ^ i , et meme j 3 ■ < — , si le point x est dans 

X 

la region (C 0 C { D 0 ). Dans ce dernier cas, la serie ^ a n 3 - n ^ 

n~ i 

converge Ires rapidement. On peut d’ailleurs, dans tons les cas, 
obtenir une limite superieure de Terreur commise en ne conser- 
va.nl dans cette serie que les n premiers termes : Finegalite 
| (3^!<i entraine, en effet, Finegalite j ‘~i* n §n(z : C ^ l 2,i ~ l q : 
il resulte de la et de la valeur calculee plus haul, pour bV-.D? c l ue 
le reste considere est inferieur en valeur absoiue a 

i.3 . ..('in — i ) 

*2 . 4 . . . ( ‘2 n — 2 i I — \o j- 

Nolre serie a ete ordonnee, jusqudci, suivantles puissances de p. 
Dans la pratique, il est plus avantageux de 1 ordonner suivant les 
puissances de z) c'est sous cette forme que les resultats figureront 
dans le Tableau de formules. 

Si le point x n’est pas situe dans la region (C 0 C t D 0 /*, confor- 
niement a la march e suivie a la fin du Cliapitre precedent, on com- 
mcncera par lui substituer le point correspondant x 0 de cette re- 
gion, etl’on applique ra d’abord les formules precedentes comme 
si ce point x 0 etait le point donne; les series conserved alors toute 
leur convergence. Au moyen des formules (CXXI1), on peut ne 
laisser figurer dans les resultats que les donnees etc’estainsi qu’ont 
ete ob ten ues les formules iCXX\IlI) du Tableau de ioi mules. 
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Les simplifications q min trod u it Fhypothesc quc ct sont dcs 

nombres reels sont d’ailleurs evidences. 

588. Nous avons vu (n os 583-586) comment, etant donnees deux 
valenrs concordantes D, D 7 de dn u, dn' // on deux valours concor- 
dances P, P 7 de pa, p'u, on pouvait trouver u au moyen de senes 
Lres convergentes; u est determine a des multiples pres de a Iv, 
4/lv' dans le premier cas, de a to,, ao> 3 dansle second; quant aux 
valenrs de K, K', to,, to :{ on a appris dans le precedent Chap i l re a 
les obtenir anssi an moyen de series Ires convergentes quand on se 
donne k- on g 3 . Si Fon se donne deux valenrs concordantes 
S, S'desnu, s n r u, il suffira, pour obtenir u, de passer par Pin- 
termediaire de D, D' au moyen des formules 

D = - JV - , D'= — A-*S /r^S*, 

/i— S* 

ou Pon choisira arbitrairement la determination du radical. Ay ant 
trouve une valeur dc a cjui fasse acquerir a dnw, dn 'a les valenrs 
D, Dfi on sera certain que cette valeur fera acquerir aux fonctions 
sn«, sn'w soil les valenrs S, S 7 , soit les valenrs — S, — S 7 ; dans 
le dernier cas on ajoutera 2 K a la valeur trouvee^ d’une solution 
des equations snt« = S, sn'a — S, on deduira toules les autres, 
en ajoutant des multiples entiers de 4 iv , 2 / Iv 7 . Des observations 
analogues s’appliqueraient au cas ou Pon donnerait dcs valours 
concordantes C, C 7 de cn u, cn ' u. 

589. En term in ant ce Cbapitre, il convient d’observcr que le 
probleme pose au commencement du n° 576, probleme qui consis- 
tait a e valuer, Se long d’tin cliemin quelconque donne ne traver- 
sant a 11 cun point critique, Pinlegrale 



dans laquelle on se donne la valeur initiale du radical, s’ii a etc 
resol u dans les numeros 576 et suivants, ne Pa ete qu’imparfaile- 
ment an point devue pratique. La serie qui, pour [ A* j < 1 , fournil 
la valeur de cette integrate ne peut, en effet, etre reellement uti- 
lisee que si [ h | esl petit. A la verite, on peut toujours ramener 
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a ce cas, par des transformations convenables, revaluation de Pin- 
tegrale envisagee comme aussi Pinlegrale 



definie d’une facon analogue; mais on ne s'est nullement occune 
de -[’influence de ces transformations sur le chemin dintf-aralkm. 
et une pareiile etude, possible sans doute sur des exemples rm~ 
meriques, n’est pas sans difficulty dans le eas general. 

Si Ton vent n’employer que les series Ires convergentes dont i! 
a ete question dans les derniers numeros. les problemes relatifs a 
revaluation des integrates que nous venous de citer ne sent re- 
solus qu’a des nomkres entierspres. Occupons-nous, par exeniple. 
de la derniere. Se donner et la valeur initiale du radical, cela 
revient a se donner les valeurs initiales concordantes P„, P', : h 4 
chemin d’inlegration etant donne. on pent suivre. tout le long de 
ce chemin, les valeurs du radical: on parvient ainsi aux valeurs 
concordantes finales P l3 P { . Si Ton designe par u { des valeurs 
de la variable u qui satisfassent aux equations 

p«u = Po J>b / 0 = P'o, V u 1 = p i- p’ u : = P \ * 

la valeur de Pinlegrale consideree sera de la forme 


III Uy — 2 Hi & 1 — 2 7 h fU 3' 

ou /? j et 7i 3 sont des entiers qu'il reste a determiner. Cette deter- 
mination, comme on le verra dans un procliain Ch a pit re, n off re 
pas de difficulles serieuses lorsque g - 2 et sont reels. ZS’ous ver- 
rons aussi que la determination des nombres analogues dont de- 
pend la solution pratique du probleme analogue concernant la 
premiere integrate est aisee lorsque /- est reel, posit if et plus 
petit que i . 


FIN DU TONIE III. 
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